BUT1 Mesures Physiques, Grenoble - mathématiques S1

@ Cours-TD : 30 séances de 2h
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groupe C : Laurent Torlay laurent.torlay@univ-grenoble-alpes.fr
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@ Les TD corrigés ainsi que ce poly sont sur maths.tetras.org rubrique S1

@ Evaluation de cette matiére :
- DS de 1h30 a mi-semestre, coefficient 1,
- DS de 1h30 en fin de semestre, coefficient 1,
- moyenne des petits tests réguliers en TD, coefficient 1.

@ Contenu : fonctions usuelles, trigonomeétrie, dérivées, intégrales, équations
différentielles, vecteurs, systémes d’équations linéaires
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deux outils de base binéme de Newton

bindbme de Newton

Si a et b sont des réels et n un entier positifs, on souhaite développer I'expression
(a+ b)".

On sait bien sdr que pour tous réels aet b (a+ b)° = 1,
(a+b)'=a+bet
(identité remarquable) (a + b)? = & + 2ab + b,

Pour des valeurs plus grandes de n, on développer de proche en proche, par exemple :
(a+ b)® = (a+ b)®(a+ b), remplacer (a+ b)? par l'identité déja connue, et développer
le produit...mais ce serait fastidieux.

Néanmoins on peut noter que le développement de (a + b)"” donnera une somme de produits de
puissances de a et b : uniquement des a", ou des a"~'b, etc, jusqu’'a des ab"~ ! et des b".
Il ne reste qu’a trouver les coefficients associés....

Dans un développement de (a+ b)", combien de fois voit-on apparaitre un terme aPb? ? Déja,
p + q doit étre égal a n. Et on aura autant de fois un tel terme aPb"—P que le nombre de maniéres
de choisir p termes (les a) dans un produit de n facteurs (a+ b)(a+ b)...(a+ b), cest adire le
n!
nombre "p parmi n" qui vaut —.
p!(n— p)!
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deux outils de base binéme de Newton

bindbme de Newton

On dispose d’'une méthode efficace pour calculer rapidement tous les coefficients
associés a un exposant n donné : le triangle de Pascal.

On commence un triangle avec 1 sur la premiére ligne, puis 1 1 sur la deuxiéme. Pour
construire la ligne suivante on commence par 1, et chaque terme ensuite est la somme
1

11
1 2 1
du terme au dessus et du terme au dessusagauche: 1 3 3 1
1 4 6 4 A
1 5 10 10 5 1
1 6

15 20 15 6 1

Et on peut ainsi écrire le développement de (a + b)” en mettant devant les termes
successifs a", 8" 'b, ..., ab"', b” les coefficients de la ligne commengant par 1 et n.

Par exemple : (a2 + b)* = a* + 4a°b + 68°b? + 4ab® + b*.
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équation du second degré

Si a, b et ¢ sont des réels, avec a # 0, aX? + bX + ¢ = 0 est une équation du second
degré. La résoudre sur R, c’est chercher les réels X qui vérifient I'équation.
Pour cela on calcule son discriminant A = b? — 4ac, et on admet alors que :

@ si A < 0,iln’y apas de solution
@ si A =0, il y a une unigue solution —2—2
—b+ VA ot ~2 VA

@ si A > 0, 'équation admet deux solutions
2a 2a

exemple 1 : 'équation 2X2 + X + 3 = 0 n’'a pas de solution car son discriminant
A =12 — 4 % 3 % 2 = —23 est strictement négatif
exemple 2 : 'équation X2 + 2X — 3 = 0 a un discriminant A = 22 — 4 % (-3) x 1 = 16,

qui est strictement positif. Léquation a donc deux solutions, # =1et

—2-V16

5 -3
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fonction usuelles exponentielle, logarithmes, puissances

exponentielle

la fonction exponentielle

notée exp, est 'unique fonction de R dans R dérivable, vérifiant :
exp’ = exp et exp(0) = 1.

principales propriétés

@ I'exponentielle « transforme les sommes en produits » : pour tous x, y € R,
exp(X + y) = exp(x) exp(y)
@ de méme pour tous x, y, exp(x—y) = ZXP& et en particulier exp(—x) = L

xp(y)

@ pour tout x, exp(x) > 0, et étant sa propre dérivée, exp est strictement croissante
@ lim_cexp =0, limyo exp = 400

exp(x)

@ pourtoutn e Z, limy— o0 ;0

= +o0

remarque : pour tout entier n et tout réel x, exp(nx) = exp(x)”
En particulier exp(n) = exp(1)”, ce qui justifie I'écriture exp(x) = €* avec
e=exp(1) ~ 2,7182818...

exp(X)’

5/1



fonction usuelles exponentielle, logarithmes, puissances

logarithme népérien

le logarithme népérien
noté In, est 'unique fonction de R’} dans R dérivable vérifiant :

pour tout x > 0, In(x) = % et In(1)=0

principales propriétés

@ sa relation fonctionelle est la réciproque de celle de I'exponentielle, In « transforme
les produits en sommes » :
pour tous x, y > 0, In(xy) = In(x) + In(y)

@ alors pour x,y > 0, In(%) = In(x) — In(y), et en particulier In 1 = —Inx
@ In est la fonction réciproque de exp :

pourtoutx € R,In expx =x et pourtouty >0,exp Iny =y
@lne=1
@ In est strictement croissante sur R

@ limgIn = —o0, limjoo In = 400

Inx

@ pourtout n € N*, limy— 40 = 0 et limyoX " Inx =0
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fonction usuelles exponentielle, logarithmes, puissances

puissances

Les fonctions logarithme et exponentielle permettent de prolonger pour tous a > 0 et b

réel la définition (qui n’est naturelle que pour b entier) de la puissance a° :

puissances
siac R%, sibeR,onpose a® = exp(bln a)

Pour toute étude de fonction dans laquelle une puissance fait apparaitre la variable, il
est indispensable de commencer par transformer I'expression en utilisant cette
propriété.

exemple : étudier la fonction f(x) = x*.

On I'écrit f(x) = e*'*, définie sur R%. Par conséquent, f'(x) = (Inx +1)e
signe de Inx + 1 : f est décroissante sur ]0, 1] et croissante sur [, +ool.
Ses limites sont 1 en 0 (on vient de voir que xIn x — 0 en 0) et +co en +oo.

X In x

est du
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fonction usuelles exponentielle, logarithmes, puissances

logarithmes de base a

plusieurs fonctions vérifient la méme relation fonctionelle que le logarithme nepérien :
ce sont les logarithmes de base a log,, définis pour tout a > 0 par

IOga(Xy) = IOga(X) + IOga(y) et IOga(a) =1.

Ces fonctions ont peu d’intérét théorique, car ce sont des multiples du logarithme
In x

népérien : pour tout @ > 0, on a pour tout x > 0 la relation log,(x) = na

Il est cependant nécessaire d’en connaitre un, d’'usage courant en chimie et en
physique : le logarithme en base 10 log,,, souvent noté simplement log

remarque : certains vieux ouvrages utilisent la notation (a éviter aujourd’hui) Log pour
désigner le logarithme népérien.
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fonction usuelles fonctions trigonométriques

rappels sur les angles orientés

On ne revient pas sur la définition des angles géométriques, mesurés entre 0 et 27
radians, ou 0 et 360 (avec selon la regle 180 = = radians).
On va en revanche rappeler rapidement celle d’angle orienté.

Dans le plan, on définit le sens trigonométrique comme le sens inverse de celui des
aiguilles d’une montre. Alors I'angle orienté entre deux vecteurs (U, V) est positif s'il est
mesuré en allant de d vers V dans le sens trigonométrique, et négatif sinon.

Ainsi, si (O;7, 7) est un repére orthonormé direct, 'angle orienté (7, 7) vaut +m/2
(mesuré dans le sens trigonométrique), ou bien —3x /2 (mesuré dans le sens des
aiguilles d’'une montre). Plus généralement, un angle orienté est toujours défini a 2kn
pres, k € Z.

Mais I'angle orienté (7,7), qui vaut —= /2 & 2kn pres, n’est pas égal a 'angle (7, ), alors
que les angles géométriques correspondants sont égaux.
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le cercle trigpnométrique, fonctions cos, sin et tan

Dans un repére orthonormé direct du plan, le cercle tri-
gonométrique est le cercle de rayon 1 et de centre O.
Soit M un point du cercle et  I'angle (7; OM).

“Ttan 0

On note (cos 8, sin ) les coordonnées de M : cela définit

P
deux fonctions réelles, le cosinus cos 6 et le sinus sin 6.
Et on définit la fonction tangente par tan§ = % (pour

0#m/2+ knm, k €Z)

Géométriquement on obtient la tangente comme ordonnée de l'intersection de la droite
(OM) avec la droite d’équation x = 1

cos et sin sont 2w-périodiques, cos est paire, sin est impaire De méme on voit que la
fonction tangente est impaire et w-périodique

remarque : la longueur de I'arc de cercle entre P et M vaut 6. Les fonctions
trigonométriques n’interviennent pas dans ce calcul ! Mais il est nécessaire d’exprimer
I’angle en radians pour que cette formule soit vraie.

Plus généralement, I'arc d’un cercle de rayon R correspondant a un secteur angulaire
de 6 radians a pour longueur R6.
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fonction usuelles fonctions trigonométriques

principales propriétés

« sohcahtoa » - interprétation géométrique dans un triangle rectangle :

si un triangle ABC est rectangle en B, si 6 est 'angle géométrique (AB, Ab), alors on
retrouve les relations :

(« s-0-h: le sinus est égal au c6té opposeé divisé par 'hypoténuse »),

sinf =

AC
(« c-a-h : le cosinus est égal au c6té adjacent divisé par 'hypoténuse »),

tanf = i—c (« t-0-a : la tangente est égale au c6té opposé divisé par le coté
adjacent »)

relation fondamentale : M(cos @, sin 0) est sur le cercle de centre O et de rayon 1, la
distance OM vaut v/cos2 6 + sin? 6 et vaut 1, donc pour tout 6,

cos? 0 +sin® 6 =1

langle [0 ] #/6 | n/4 | n/3 [ w/2] 7 |
cos |1]vB3/2]ve/r2] 12 | 0 |-
sin (0] 1/2 | v2/2]V3/2] 1 0
tan [0 1/V3 1 V3 | oo | O

valeurs remarquables :

m"n



fonction usuelles fonctions trigonométriques

principales propriétés

quelques autres propriétés a connaitre :
@ cos et sin sont dérivables, et cos’ = — sin, sin’ = cos.

1
@ tan est dérivable, et tan’ =2 =1 +tan?
(selon les exercices, 'une ou 'autre de ces formules est plus utile).

@ lim_, o+ tan = —oo, lim ,,— tan = +oo.

@ on peut déduire de rotations et symétries les relations suivantes, pour tout x € R :

cos(X + w/2) = —sin(x), sin(x + 7/2) = cos(x),
cos(x — w/2) = sin(x), sin(x — w/2) = — cos(x),
cos(m/2 — x) = sin(x), sin(m/2 — x) = cos(x),
cos(x + m) = — cos(x), sin(x + ) = —sin(x)
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fonction usuelles fonctions trigonométriques

courbes représentatives des fonctions sinus, cosinus et tangente :

Courbes représentatives des fonctions sinus, cosinus :

A%
/643318 <3.141 3.141 .28318
-1

Courbe représentative de la fonction tangente :

-6/28318 -3/14159 -0 (14159 6/28318
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fonction usuelles fonctions trigonométriques

formulaire

formules d’addition :

@ cos(@a+ b) = cosacos b — sin asin b
@ cos(a— b) = cosacos b + sin asin b
@ sin(a+ b) =sinacos b + sinbcos a
@ sin(a— b) =sinacosb —sinbcos a
tana+tanb
ot = aT Y
an(a+b) 1 —tanatanb
o tan(a—b) = tana—tanb

" 1+tanatanb
et en particulier si b = a on obtient les :
formule de duplication :
@ cos(2a) = cos’a—sina=2cos’a— 1
@ sin(2a) = 2sinacos a

2tana

] tan(Za) = m
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fonction usuelles fonctions trigonométriques

formulaire

Avec ces formules on peut calculer les cosinus, sinus et tangente d’angle moitié
d’angles déja connus.

Par exemple, pour calculer cos {5 on utilise la formule cos 2a = 2cos? a— 1 pour se
ramener a la valeur connue cos § = @ cos g = =2cos® % — 1, donc

f = m _ 2+V3

¥3 = 2cos? -1 donc cos? 5= ==

Ainsi, cos 5 = £¥X5+= 2+ . Mais comme I'angle < est compris entre 0 et 7, son cosinus

2+V3
5

est positif, et donc cos {5 =

enfin en remplagant 2a par 6 dans les formules de duplication, on obtient les

expressions rationnelles en t = tan § :

1

@ cosf = e
. 2t

@ sin 9 = ﬁ_t;_?E
@ tanf = 2t

TP
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formulaire

transformations de produits en sommes :
pour tous p et g réels,

@ cosp cosq = %[cos(p + q) + cos(p — q)]
@ sinp cosq = %[sin(p—i— g) + sin(p — q)]

1
@ sinp sing = E[cos(p —q) —cos(p + q)]

transformations de sommes en produits :
pour tous p et g réels,

@ sinp+sing = 2sin cos

p+q p—q
2 2
osinp—sinq:2cosp+qsin _

2 2
p+q _pP-q
2 2
p+q._. pP—gq
2

@ cosp + cosq = 2cos

@ cosp —cosq = —2sin
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fonction usuelles fonctions trigonométriques

premiéres équations trigopnométriques

Lobservation du cercle trigonométrique fournit les

solutions des équations trigonométriques élémentaires :

les solutions de cosx = cosasont: x =a+2kr ou x=-a+2kr, KeZ
les solutionsde sinx =sinasont: x=a+2kr ou x=w—a+2kr, kecZ

les solutionsde tanx =tanasont: x =a+ km, kecZ

remarque : attention a un double piége pour les deux équations en cos et sin : d’une
part, elles ont une infinité de solutions égales a 2x prés, car sin et cos sont périodiques.
Mais surtout, il y a deux familles infinies de solutions. Lune (les x = a+ 2km) a laquelle
tout le monde pense, et une autre...

exemple 1 : les solutions de cos x = 1/2 sont (puisque 1/2 = cos ) :
X =7 +2kmoux=—75 +2km, k € Z.

exemple 2 : pour résoudre sin x = cos 5, on commence par transformer le cosinus en
sinus pour pouvoir appliquer ce qui précede. AII’]SI, cos 7 =sin g, et p5ar conséquent les
solutions sont donc celles de sin x = sin §, soit x = & + 2km ou X = % + 2km, k € Z.
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fonction usuelles fonctions trigonométriques réciproques

arccosinus

Pour a € [—1, 1] il existe toujours des angles 6 tel que cos & = a. Pour exprimer cet
angle on va pour introduire une nouvelle fonction, la fonction arccos.

Un tel angle n’est pas unique : on doit « fixer » a 'avance l'intervalle dans lequel on le
choisit : cos 6 prend toutes les valeurs de [—1; 1] quand ¢ parcourt [0; 7], on décide que
arccos aura ses valeurs dans [0; ].

la fonction arcosinus arccos : [—-1,1] — [0, 7]

arccos(x) est défini comme l'unique angle dans [0, 7] dont le cosinus est x

@ pour tout x € [—1, 1], cos(arccos(x)) = x

et sin(arccos(x)) = v1 — x?

@ attention, en général, arccos(cos(x)) # x!!

@ arccos est une fonction décroissante ; arccos’(x) = .
’ V%
@ arccos(0) = /2, arccos(%) = %, arccos(ﬁ) = %,
arccos(?) = %, arccos(1) = 0, arccos(—1) = .
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fonction usuelles fonctions trigonométriques réciproques

arcsinus

De méme on définit

la fonction arcsinus arcsin : [-1,1] — [—7/2,7/2]
arcsin(x) est défini comme l'unique angle dans [—n/2, 7/2] dont le sinus est x

@ pour tout x € [-1, 1], sin(arcsin(x)) = x

et cos(arcsin(x)) = vV1 — x?

@ attention, en général, arcsin(sin(x)) # x!!

1
@ arcsin est une fonction impaire, croissante ; arcsin’(x) = ———.
P ==
. 1 T V2 T
@ arcsin(0) =0, arcsm(E) =5 arcsm(T) =7
arcsin(?) = g, arcsin(1) = g
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fonction usuelles fonctions trigonométriques réciproques

arctangente

De méme on définit

la fonction arctangente arctan : R —] — 7/2, 7/2]
arctan(x) est I'unique angle compris entre —7/2 et /2 dont la tangente vaut x.

@ arctan est impaire

, 1 . .
@ arctan’(x) = ——;, arctan est strictement croissante
14+ x2

@ arctan(0) = 0 car tan(0) = 0 et que O est biendans | — n/2; 7/2[
@ arctan(1) = n/4 car tan(w/4) = 1 etque /4 est biendans | — n/2; /2|

@ arctan(—+/3) = —7/3 car tan(—7/3) = —/3 et que — /3 est bien dans
] —m/2im/2

@ la tangente de I'arctangente de x vaut x : tan(arctan(x)) = x

@ arctan(tan(x)) ne vaut x que si x €] — n/2; /2[. Par exemple,
arctan(tan(m) = arctan(0) =0 etnon =
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fonction usuelles fonctions trigonométriques réciproques

application de I'arctangente aux calculs d’angles

On prend un repére orthonormé direct du plan (O, 7, 7) et un vecteur U de
coordonnées (x, y). On veut calculer I'angle ¢ entre 7’et 0.

Si x et y sont positifs : dans le triangle OAB, le c6té adjacent a 'angle 0 vaut x et le
c6té opposé, y, donc la tangente de 6 vaut y/x. Comme 0 est entre 0 et /2,

0 = arctan(y/x).

Si x est positif et que y est négatif, la méme formule reste valable.
Si x est négatif, il faut rajouter = (faire un demi-tour) : 0 = arctan(y/x) + =.
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fonction usuelles fonctions trigonométriques réciproques

application de I'arctangente aux calculs d’angles

Langle entre 7’et U = x7’+ y7'vaut :

six >0, 0 = arctan(y/x)
six <0, 0 = arctan(y/x)+ 7
six=0ety>0, 0 = /2
six=0ety<0, 6 = —7/2

exemples :
@ l'angle entre 7’et Gi(1,1) est arctan(1/1) = arctan(1) = /4
@ l'angle entre 7’et t(—1,1) est arctan(1/ — 1) + = = arctan(—1) + 7 = 37 /4

@ l'angle entre 7’et j(0,1) est w/2 (soit arctan(1/0) = arctan(+00)...)

@ l'angle entre 7’et Gi(1,2) est arctan(2/1) = arctan(2) qui nest pas une valeur
remarquable.
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fonction usuelles fonctions trigonométriques réciproques

retour aux cosinus et sinus

Si x et y sont deux nombres réels tels que x*> + y? = 1, on peut les écrire comme le
cosinus et sinus d'un méme angle.

En effet si x* 4+ y? = 1, (x, y) sont les coordonnées d’un point M situé sur le cercle
trigonométrique, et le vecteur OM vaut OM = x7'+ y7.

L'angle entre 7'et OM est justement I'angle dont le cosinus vaut x et le sinus y : c’est la
définition géométrique d’un cosinus et d’un sinus!
Donc en résumé :

six® +y?=1,alors:
X = cos(0) et y = sin(0),
pour 6 = arctan(y/x) si x > 0, § = arctan(y/x) + 7 si x < 0.
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fonction usuelles équations trigonométriques

résolution d’'une équation acos(x) + bsin(x) = ¢
Si a et b sont des réels non tous les deux nuls et ¢ un réel, on souhaite maintenant
résoudre I'équation acos x + bsin x = c.

Par exemple, —2 cos(x) + 3sin(x) = 2.

Il s’agit de se ramener a une équation de la forme cos(x — 6) = cos(y) en choisissant
bien 0 et ¢. Pour cela :

1) on met en facteur v & + b? dans I'expression.

ici : \/ﬁ(\;—% cos(x) + \/11_3 sin(x)) =2

2) On définit 0 tel que les coefficients devant cos(x) et sin(x) soient respectivement
cos(60) et sin(0)

s

ici @ = arctan(~22) = arctan(—3/2) n’est pas une valeur remarquable.

3
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fonction usuelles équations trigonométriques

résolution d’'une équation acos(x) + bsin(x) = ¢

3) I'équation devient donc

Va2 + b?(cos(9) cos(x) —|—.sin(9) sin(x)) = ¢,
cos(0) cos(x) + sin(0) sin(x) = \/azcm,
cos(x — ) = —=

Vazip2’

grace a la formule cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

2
ici on obtient donc cos(8) cos(x) + sin(#) sin(x) = —.
) (6) cos(x) () sin(x) 73
4) On regarde alors la valeur de —— : si elle n’est pas dans [—1; 1], 'équation n’a
) g = P [-1:1], Teq
pas de solution. Sinon, si elle est dans [—1; 1], en posant
c
= arccos(———),
@ ( rhrbz)

I’équation devient cos(x — 0) = cos(y) donc x — @ = +¢ + 2km, k € Z, et finalement :
X=0+p+2km,keZ

Ici donc, ¢ = arccos( ) et les solutions sont les nombres

2
V13
x = arctan(—3/2) + arccos(2/v/13) + 2k, k € Z.
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dérivées des fonctions d’une variable continuité

fonctions continues

continuité
une fonction f a valeurs réelles définie sur un intervalle / est continue en un point xo
de / si la limite quand x tend vers xo de f(x) est f(xo)

Une fonction est continue sur un intervalle si elle I'est en chaque point de l'intervalle
On peut retenir en premiére approximation qu’une fonction est continue si elle
n’effectue pas de « sauts », i.e si I'on peut tracer son graphe « sans lever le stylo ».
Les fonctions rencontrées en DUT servent principalement a modéliser des
phénomenes physiques continus et nous n’insisterons pas sur cette notion.

. . . o . sin X
exemple : la fonction « sinus cardinal » est définie pour x # 0 par sinc(x) = .

Cette formule ne permet pas de calculer directement sinc(0). Mais la limite quand x

tend vers 0 de 2" % est 1 et donc en posant sinc(0) = 1 on prolonge de maniére

naturelle une fonction continue sur R* en une fonction continue bien définie sur R tout
entier. C’est le principe de prolongement par continuité.
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dérivées des fonctions d’une variable dérivée en un point

dérivée en un point

nombre dérivé en un point

f(x) — f(%)
X — Xo

(appelé taux d’accroissement de f en xp) admet une limite finie quand x tend vers xo.

une fonction f est dérivable en un point x, si et seulement si le rapport

Cette limite est le nombre dérivé de f en xo, noté f'(xo)

interprétation géométrique du nombre dérivé : soit (C) le graphe d’une fonction f

f(x) — f(%)
X — Xo
teur (la pente) de la corde (C) re-
liant les points d’abscisses x et xo.

est le coefficient direc-

Quand x tend vers xg, ce coefficient
directeur tend vers celui de la tan-
gente (T) a (C) en xp : f'(x) est
donc le coefficient directeur de (T).
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dérivées des fonctions d’une variable dérivée en un point

fonction dérivée

fonction dérivée
si f admet un nombre dérivé en tout point d’un intervalle /, cela définit sur / sa fonction

dérivée, notée f' (ou %). Inversément, on dit que f est une primitive de f’

exemple : si f(x) = ax + b (a et b des réels fixés), le taux d’accroissement

w vaut a donc la dérivée de f est définie pour tout x par f'(x) = a
— X0

Linterprétation géométrique de f'(xp) comme pente de la tangente explique le lien
fondamental entre signe de la dérivée et croissance de la fonction :

étude des variations

si f est une fonction dérivable sur un intervalle /,
@ f est croissante sur / si et seulement si pour tout x dans /, f'(x) > 0
o f est décroissante sur / si et seulement si pour tout x dans /, f'(x) <0
@ f constante sur / si et seulement si sa dérivée est nulle.

et de plus, si f'(x) est strictement positif (resp.strictement négatif) pour tout x, on peut
affirmer que f est strictement croissante (resp.strictement décroissante)
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dérivées des fonctions d’une variable techniques de calcul

somme, produits, quotients

Pour calculer en pratique des dérivées, on disposera d’une part d’'un certain nombre de

fonctions de référence dont les dérivées sont connues, et d’autre part de régles

donnant la dérivée d’'une fonction construite a partir de fonctions aux dérivées connues.

dérivée d’une somme, d’'un produit, d’'un quotient
si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle /,
o (f+9)=1f+¢
o (fg) =fg+g'f
. f\'  fg-gf
@ si g ne s’annule pas sur /, <§) = ggfgg

1Y g
@ en particulier { — ) =
P (g) 9?

exemple 1: sif(x) = x% alors f'(x) =1 x x + x x 1 = 2x

Lo 1 , _Oxx—-1x1 -1
exemple 2 : si f(x) = X’ alors f'(x) = 32 =2
exemple 3 : si I'on sait que sin’ = cos et cos’ = — sin, on en déduit que
,  cos® —(—sin?) 1 2
taf = — "2 = —— =1 +tan

cos? cos?
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dérivées des fonctions d’une variable techniques de calcul

dérivée d’une composée

dérivée d’'une composée
si f est dérivable sur / et si g est dérivable sur f(/), (gof)Y =f xg'of

— . - 1
en particulier, si f~' est la réciproque de f, alors (f~1) = m
exemple 1 : sion sait que exp’ = exp : exp est strictement positive, donc sa dérivée
aussi, donc I'exponentielle est strictement croissante : elle admet donc une fonction
réciproque, le logarithme népérien In.

- 1
Pour tout x > 0, explnx = x, donc In’ x x exp’Inx =In"x x x =1,d ol In" x = e

exemple 2 : tangente restreinte a | — 7/2, 7/2[ et & valeurs dans R est continue et

dérivable de dérivée strictement positive. Elle admet une fonction réciproque, arctan.
1 1

1+ tan?(arctanx) 1+ x2°

exemple 3 : la dérivée logarithmique si f est dérivable et ne s’annule pas, In |f| est

ff

T

Pour tout x, tan arctan X = x, donc arctan’ x =

égale soitaInf (si f > 0) soit a In(—f) (si f < 0). Dans tous les cas, (In|f]) =

la dérivée logarithmique de f.
Elle est parfois intéressante pour la propriété suivante : la dérivée logarithmique de fg
est la somme de la dérivée logarithmique de f et de celle de g.

est
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dérivées des fonctions d’une variable techniques de calcul

dérivée d’'une puissance

Si a est réel et b est entier positif, a° est le produit de a par lui-méme b fois.

Si b est entier négatif, a° est le produit de 1/a par lui-méme —b fois.

Dans le cas général, si a > 0 et si b est un réel quelconque, la puissance b-ieme de a
est définie par a® = e®"?.

dérivée d’une puissance

si f est dérivable et & valeurs strictement positives, si « est un réel, (f*) = af'f*~"
!

en particulier, vV = I

2Vt
(si « est un entier naturel, il est inutile de supposer f strictement positive)

exemple 1 : la dérivée de exp(x?) est 2x exp(x?).

exemple 2 : siw est une constante, la dérivée par rapport a t de cos(wt) est —w sin(wt)
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dérivées des fonctions d’une variable dérivées usuelles

dérivées usuelles

f(x) f'(x)
VX L
2/x
x“ ax*"  (aréel)
sin X cos X
cos X —sin X
1
tanx | ——— =1+tan?(x
an o (x) + tan®(x)
arcsin X #
Al 3 X2
arccos X —_
\/11— X2
arctan X T x2
In [x| 1
X
exp(X) exp(X)

cas particulier de composée :
si a et b sont constantes,
pour dériver par f(ax + b),
remplacer x par ax + b dans f'(x),
ET multiplier 'expression par a

exemple :

la dérivée de (3x + 1)* est 12(3x 4 1)®

f(x) f'(x)
sh x chx
ch x sh x
th x 1 —th?(x)
argsh x = In(x + vx2 + 1) !
x21+1
argch x = In(x + vx2 — 1) —
X —
1 1+x 1
argthx_§|n1_x ——
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dérivées des fonctions d’une variable différentielles

différentielles

Le taux d’accroissement entre les points (x, f(x)) et (xo, f(X0)), ,estle

f(x) — f(xo)
X — Xo
quotient de deux différences, Af = f(x) — f(xo) différence des ordonnées des deux

points, et Ax = x — X, différence des abscisses.

Si x tend vers xo, Af et Ax deviennent infiniment petits, ce sont les différentielles df
et dx.

, . , df

Et le taux d’acroissement tend vers f'(x) = ax’
la différentielle df de la fonction f

représente une infime variation des valeurs de f.

Elle est reliée a dx I'infime variation des abscisses par I'égalité entre différentielles
df = f'(x)dx

Manipuler les différentielles sera utile pour effectuer des changements de variables
dans les intégrales. Avec une relation y = f(x), on aura besoin de calculer dy en
fonction de dx, ou dx en fonction de dy

Par exemple, si y = x? (avec x > 0) dy = 2x dx, donc dx =

. dy
Mais x = doncdx = ——
vy 2y

dy
2x*
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dérivées des fonctions d’une variable dérivées d'ordre supérieur

dérivées d’ordre supérieur

Si la fonction dérivée ' est & son tour dérivable, sa dérivée (f')’ est appelée dérivée
2

seconde de f, notée f” ou %

. . . e . d'f
On définit de méme par récurrence la dérivée d’ordre n, notée £ ou

dxn’

Le signe de la dérivée f' donne le sens de variation de la fonction f. Le signe de la
dérivée seconde " donne, lui, la convexité de la fonction : si sur un intervalle f* > 0, f
est dite convexe : son graphe ressemble a une parabole dont le sommet est en bas et
les branches sont tournées vers le haut. Si f” < 0, f est dite concave : son graphe
ressemble a une parabole dont le sommet est en haut et les branches pointent vers le
bas.
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dérivées des fonctions d’une variable recherche d’extrema : minimum, maximum

maximum, minimum

une fonction f admet un maximum en un point X, si pour tout x, f(x) < f(xo), et un
minimum si pour tout x, f(x) > f(xp).

On appelle extremum de f une valeur qui est soit un minimum, soit un maximum.

Si les inégalités ci-dessus sont strictes pour x # xo, on parle de maximum, minimum
ou extremum strict.

En toute rigueur, un extremum de f est une valeur f(xo), et il est réalisé pour x = Xg.
Mais I'abus de langage qui consiste a confondre extremum et point en lequel il est
atteint est courant.

exemple 1 : pour tout x non nul, x> > 0, donc la fonction x — x2 atteint en 0 son
minimum global strict 0.

exemple 2 : une fonction constante atteint en tout point un minimum et un maximum,
qui est la valeur de la fonction.

exemple 3 : la fonction inverse définie sur R* n’admet ni minimum, ni maximum car
elle a des limites —co en 0~ et +co en 07.

exemple 4 : la fonction exponentielle non plus : elle n’a évidemment pas de maximum,
car elle n’est pas majorée : sa limite en +oo est +o0o0. Mais elle n’admet pas non plus

de minimum, car la valeur 0 n’est pas atteinte par la fonction.
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dérivées des fonctions d’une variable recherche d’extrema : minimum, maximum

détermination des maximum et minimum

existence d’'un extremum
f continue sur un segment [a, b] possede un maximum global et un minimum global
(autrement dit : une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes)

Ce théoréme est utile pour savoir gu’un extremum existe, mais il ne permet pas de le
calculer. Létude de f' permet de déterminer les extrema locaux de f, les valeurs qui
sont des maxima ou minima autour d’un point.

Une analogie géographique permet de comprendre la différence entre ces notions :
pour la fonction « altitude » des différents points d’une chaine de montagne, les
différents sommets seront tous des maxima locaux. Mais seul le point culminant de la
chaine sera un maximum global.

Comment caractériser ces extrema locaux ? Autour d’un point qui réalise un extremum,
la tangente a la courbe en ce point doit étre horizontale. Ainsi :

condition nécessaire d’extremum
si f est dérivable sur ]a, b|, si f admet un extremum local en un point ¢ €]a, b], alors
f'(c) =0.
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dérivées des fonctions d’une variable recherche d’extrema : minimum, maximum

détermination des maximum et minimum

Attention, la réciproque est fausse : la dérivée de la fonction f(x) = x® s'annule en 0,
bien que 0 ne soit ni un minimum, ni un maximum local de f.

On dispose cependant d’une condition suffisante pour assurer I'existence d’un
extremum local :

condition suffisante
si f est dérivable sur ]a, b], si en ¢ €]a, b[ f' s’annule et change de signe, alors f admet
en ¢ un extremum

On peut préciser ce critéere a 'aide de la dérivée seconde :

condition suffisante, bis

sif(c)=0etf’(c) >0

(donc f’ est strictement croissante au voisinage de c¢ : strictement négative avant c,

nulle en c, strictement positive apres),
alors f admet un minimum local en ¢

De méme si f’(c) < 0, f admet un maximum local en c.
Mais si /() est lui aussi nul, on ne peut conclure.
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dérivées des fonctions d’une variable recherche d’extrema : minimum, maximum

détermination des maximum et minimum

plan d’étude pour la recherche d’extrema :

@ recherche d’'une inégalité « élémentaire » permettant de conclure directement
exemple : pas besoin de dérivée pour remarquer que x — (x + 1)® — 2 admet un
minimum strict de valeur -2, atteint en -1. En effet, (x + 1)2 — 2 > —2, et 'égalité
n’est possible que si (x + 1)? = 0 soit x = —1

@ sinon on recherche les valeurs ¢y, ¢z, . .. pour lesquelles f'(¢;) = 0.

Par une étude (directe, ou a I'aide de la dérivée seconde), regarder si les f(c;)
sont ou non des extrema locaux.

Les seuls extrema globaux possibles sont alors les f(c;) et éventuellement aussi
les valeurs aux bornes de l'intervalle, si I'intervalle est du type [a, b]

@ on compare alors ces valeurs entre-elles et avec les valeurs ou limite de la
fonction aux bornes de son intervalle de définition.

exemple 1 : pour f(x) = €* — x, la dérivée ne s’annule qu’en 0, le seul extremum
possible est atteint en 0. f”(x) = e* donc f’(0) > 0 : f(0) est bien un minimum local
strict de la fonction. De plus, lim_ f = lim;o f = +00, donc f n’admet pas de
maximum, et 1 est un minimum global.

exemple 2 : f(x) = x* — x. lim_o f = —00, lim, o f = 400, f Ne posséde par
d’extremum global. Mais f'(x) = 3x? — 1 s’annule en +1/1/3. Et f”(x) = 6x est
strictement négatif en —1/+/3, strictement positif en 1/+/3 : f admet un maximum local
pour x = —1/+/3, de valeur 2/(3+/3), et un minimum local en x = 1/+/3, de valeur
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fonctions de plusieurs variables définition

fonction de plusieurs variables

on appelle fonction de plusieurs variables une quantité déterminée (par une formule,
un algorithme de calcul, une définition univoque) par la donnée d’autres valeurs,
appelées variables

exemple 1: f(x,y,z) = 3x? — 4y cos(z) définit une fonction de trois variables

exemple 2 : z(x, y) qui associe a un point d’'une carte (d’abscisse x, ordonnée y) son
altitude z est une fonction de deux variables

exemple 3 : |la température T(p, V) d’'une masse de gaz, déterminée par sa pression
p et son volume V. Ou bien sa pression p(T, V) ; ou son volume V(T, p).

Dans le cas d’'un gaz parfait, V peut s’exprimer par la formule V = nRT /p. Dans le cas
2

plus général d’'un gaz de Van Der Waal d’équation (p + %)( V —nb) = nksT, le
volume peut avoir une expression plus compliquée, voire n’étre pas exprimable par une
formule.
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fonctions de plusieurs variables dérivées partielles

dérivées partielles

On appelle dérivée partielle d’'une fonction f par rapport a une variable x, et on note
of . - R . .

X’ I'expression obtenue en dérivant f selon les régles habituelles en considérant
toutes les variables sauf x comme des constantes

exemple 1 :si f(x, y, z) = x2 — 3xy + 2z°x, on calcule les trois dérivées partielles
%(x,y,z) =2x — 3y + 22, g—;(x,y,z):—Sx et g(x,y,z):ZZX

exemple 2 : sip(V, T) = nRT/V, on obtient % =nR/V et g—\e = —nRT/V?
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fonctions de plusieurs variables dérivées partielles d’ordre supérieur

dérivées partielles d’ordre supérieur

En dérivant une dérivée partielle, on obtient une dérivée partielle d’ordre 2, et en

réitérant le processus, des dérivées d’ordre 3, 4, ...
of of
8(5) on 92f 8(5) Pt
oy dydx = Ox ox2 "

On peut abréger les notations :

exemple : si f(x,y) = X®sin(y) — y/x: g—)f( = 2xsin(y) + y/x%, g—; = x2cos(y) — 1/x,

&f ) & f

_ 3
et pour les dérivées d’ordre 2 : e = 2sin(y) — 2y /x>, Byox

ﬁ = —xZsin(y) o1
oy? ), ayox
On constate que les deux dérivées croisées (ou I'on dérive une fois par rapport a x,
une fois par rapport a y) sont égales; c’est un cas particulier du

= 2xcos(y) + 1/x5,

2x cos(y) + 1/x°

théoréme de Schwarz :
Pt OPf
dydox — oxdy
Ce qui compte est le nombre de dérivations et les variables concernées, pas 'ordre
des dérivations
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fonctions de plusieurs variables formes différentielles

différentielle d’'une fonction

la différentielle d’'une fonction f(x, y, z) est la quantité

of of of
df_adx—s— wdy+§dz

(on dit aussi que df est la différentielle totale de la fonction f)

df représente la variation de la quantité f(x, y, z) quand les variables x, y et z
subissent de petites variations dx, dy, dz.

exemple 1 :si f(x, y, z) = 3xyz + 222, on calcule df = 3yzdx + 3xzdy + (3xy + 4z)dz

exemple2:sip(V,T)=nRT/V,onadp= n—\l/da - ‘n\ljodV
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définitions
Il existe un ensemble C, dont les éléments sont appelés nombres complexes, tel que :
@ C contient tous les réels

@ C contient un nombre, noté J, tel que P = —1

@ tout z de C s’écrit de fagon unique z = a+ ib avec a, b € R (a est la partie réelle
de z, b est sa partie imaginaire)

@ les calculs algébriques s'effectuent comme sur R, en rajoutant la régle i2 = —1
exemple: (1 — )2+ =2+i—-2 —P=2+i-2i+1=3—i

Le conjugué de z = a + ib, noté z, est le nombre a — ib
Le module de z est |z] = Va2 + b?, qui est un réel positif

Pourtous z,Z ¢ Cetne N :
@ module et conjugués : zZ = |z|?
@ module d’un produit : |zZ'| = |z||Z’]
@ module d’'une puissance : |Z"| = |z|"

. 1 z
@ inverse : pour z non nul, - = +—
z |7
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nombres complexes généralités

méthode de la quantité conjuguée :

exemple : si z =3 — /, on obtient :
Re(z) =3etIm(z) = —1

Z=3+1
|z| =10
22=22z=8-6i
1 3%
210

quantité conjuguée : une « astuce » fondamentale découle de la relation zz = |z|* :
dans une fraction, si I'on souhaite faire disparaitre un dénominateur complexe, il suffit
de multiplier numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur pour
obtenir une fraction égale a la premiére et dont le dénominateur est un réel strictement
positif

3+2i 842 5-i (3+2)(5-i) 17+7i

le : = = =
Xl S T T 517 “5-i (B5+n5E-N 26
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nombres complexes généralités

exponentielle complexe

exponentielle complexe :
pour tout # réel, on note e le nombre complexe cos(6) + isin(6)

Cela permet de prolonger a C la fonction exponentielle déja définie sur R :
I'exponentielle d’'un complexe z = a + ib est exp(z) = €° = e?e® = e3(cos b + isin b)

Parmi les propriétés de I'exponentielle complexe, citons :
0" =1, €T=-1, €72=]
esifcR: e =1
0sizeC:e?#0
0siz7 eC:e’e” =

@sizeCetneZ:(e)"=e" e —=e€7*

cas d’égalité :
e’ = e’ si et seulement si Re(z) = Re(Z') et Im(z) = Im(2’) + 2km, k € Z
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nombres complexes généralités

nombres complexes de module 1

On vient de voir que pour tout 6 réel, |e”| = 1

Réciproquement, si a + ib est de module 1 (donc & + b? = 1), et si on définit ¢ par
@ 6 = arctan(b/a) poura >0
@ § =arctan(b/a)+wsia<0
@ =n/2sia=0etb>0
@ 0=—-7/2sia=0etb<0
on a déja vu que cosf = aetsinf = b, et donc a+ ib = e

nombres complexes de module 1 :
soit z € C; alors |z| = 1 si et seulement si il existe # € R tel que z = e”

Et I'angle 0 ainsi défini est unique a 2k prés, k entier
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argument d’'un nombre complexe
z

Z _ it
||

est de module 1, donc il existe 6 tel que — , etdonc z = |z|e”

Siz e C*,
|z

0 est appelé un argument de z; 0 n’est bien défini qu’a 2k~ prés, mais z posséde un
unique argument dans l'intervalle | — =, 7] : c’est son argument principal, noté arg(z)

forme exponentielle
Si z est un complexe non nul, z = pe", avec p = |z| et § = arg(z) + 2kn, k € Z

propriété : narg(z) est un argument de z"
remarque 1 : arg(0) n'est pas défini car 0 = 0e”® pour n’'importe quelle valeur de ¢

remarque 2 : les réels non nuls vérifient arg(z) = 0 ou =, les imaginaires purs non

nuls (les nombres de la forme z = bi, b € R*) vérifient arg(z) = i%

Pour un nombre complexe z, la notation z = a + ib est la forme algébrique ou forme
cartésienne de z, la notation z = pe” est la forme polaire ou forme exponentielle
de z, la notation z = p(cos(0) + isin(#)) est la forme trigonométrique

Selon les problémes, I'une ou I'autre de ces écritures sera plus simple a manipuler
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nombres complexes formule de Moivre

formule de Moivre

On a défini e = cos(#) + isin(9). Donc on a aussi €™ = cos(n@) + isin(nd)

Mais par ailleurs, e™ = (&®)" (propriétés des puissances et exponentielles)
On en déduit la

formule de Moivre
pour tout entier n et tout angle 0,
(cos@ + isin )" = cos nf + isin nd

Elle permet de déterminer les formules usuelles de I'arc double, triple, ... plus
rapidement qu’en appliquant les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b) pour obtenir
successivement cos 20 = cos(6 4 0) = cos2(0) — sin?(6), puis cos 30 = cos(d + 20), ...
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nombres complexes formule de Moivre

exemple d’utilisation

Par exemple, pour

exprimer cos 36 en fonction de cos 6 et sin 6 :

on remarque que cos(30) = Re(cos(30) + isin(36))
donc par la formule de Moivre, cos(30) = Re(cos 6 + isin 0)*

et en utilisant la formule du binbme pour développer :
cos(360) = Re(cos® 6 + 3i cos? § sin § — 3 cos # sin® 6 — isin® )

enfin en prenant la partie réelle de I'expression :

cos(30) = cos® 0 — 3 cos Osin? §

( que I'on peut aussi ne pas utiliser de sinus, et écrire cos(30) = 4 cos® § — 3 cos 0, en
remplagant sin? 6 par 1 — cos? 6)

remarque : pour calculer sin(36) la méthode est identique en remplagant les parties
réelles par des parties imaginaires. On a donc de méme sin(36) = 3 cos® fsin § — sin® 4
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nombres complexes formules d’Euler

formules d’Euler

On sait que €' = cos(0) + isin(f) et, comme cosinus est paire et sinus impaire,
e~ = cos(0) — isin(0)

En additionnant ces deux expressions on obtient e + =% = 2 cos(#)
et en les soustrayant e — e~/ = 2/sin(9)

En divisant ces formules par 2, on obtient les

formules d’Euler " Y o Y
. P e’ —e™! e’ +e™!
si f estunréel, sind = — % et cosf = — %

Ces formules sont utiles en particulier pour linéariser les polynémes trigonométriques
(dans le but par exemple de calculer leurs primitives).

Un polynéme trigonométrique est une somme de termes du type (sin 6)P(cos )9 avec
p, g € N; le linéariser, c’est I'exprimer comme une somme de termes de la forme sin k6
ou cos k6, sans qu’il reste de produit ou de puissances de cosinus et sinus
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nombres complexes formules d’Euler

exemple d’utilisation : linéarisation de polynémes trigpnométriques

Pour linéariser une expression de la forme (sin 8)P(cos 6)9, on remplace sin 6 par

o _ o1 e + g—if
% et cos 0 par — Puis on développe toutes les puissances, puis on
effectue tous les produits. En utilisant la propriété e’ e®’ = &/(#9 on obtient

finalement des sommes d’exponentielles de la forme e*?. On regroupe alors les

termes e*? et e*? pour obtenir des sin k& ou des cos k...

exemple
on souhaite linéariser cos? 8 sin 6

o Osin § — e 4 o=t 2 et _ =it 2 - g2i0 | o 4 g—2i6 @20 _ 9 4 g—2i0
B 2 2i - 4 )

puis en développant les produits et en regroupant les termes :
—2+e" e 24 (2cos(40)) 1 — cos4d
—16 - -16 - 8

cos? Osin? 0 =

, c’est 'expression
linéarisée
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nombres complexes racines carrées

racines carrées

Une racine carrée de z € C est un nombre w € C tel que w? = z

Alors :
@ 0 admet une unique racine carrée, 0
@ un réel x > 0 admet deux racines carrées : v/x strictement positive, et —/x
@ un réel x < 0 négatif n"admet aucune racine réelle, mais :
@ 2 = (—i)®> = —1, donc —1 admet deux racines carrées, i et —i

Quelles sont les racines carrées d’'un nombre complexe z non nul quelconque ?
Ecrivons z sous forme exponentielle z = pe’avecp>0etfd c R
On cherche ses racines carrées w = re’®, avec r > 0 et ¢ € R. Alors :

W=z — (re’*)? = pe'
rRe?® — peit
o= p
= 26 = 0+2kn, kez

Ainsi,

tout nombre complexe non nul z = pe’e admet exactement deux racines carrées
complexes distinctes, et p €72 et p 0T =_ /5 &7
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nombres complexes racines carrées

exemples

exemple 1, déterminer les racines carrées de i : .

le module de i est 1 et son argument est 7 /2, donc i = e’ /? . .
Ses racines carrées sont donc e"/* et —e'™/*, soit sous forme algébrique, U et —
exemple 2, déterminer les racines carrées de 2 — 2/ : .

le module est v/8 et I'argument est arctan(—1) = —7 /4, donc 2 — 2i = v/8e~"™/*

Ses racines carrées sont donc v/ v/8e~ /8 et —\//8e~"/8

On peut aussi écrire v//8 = v/8 = 8'/4 = 23/4; par ailleurs on peut calculer cos(r/8) et
sin(7/8) (voir le chapitre de trigonométrie) pour trouver la forme algébrique des racines

attention : il est formellement interdit d’employer la notation +/—1, et plus
généralement /z pour désigner « la » racine carrée d’un complexe non réel
positif. On utilisera une phrase du type « soit w une racine carrée de z »
remarque : les formes algébriques que les racines carrées de a + ib sont, dans le cas ou b # 0,
\/a2+b2+i b ot atva+p
2(a+ /& + b?) 2 2(a+ V& + b?)
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nombres complexes équation du second degré

équation du second degré

résolvons I'équation az? + bz + ¢ = 0, avec a # 0, b, ¢ des complexes fixés :
P . R > b c
elle équivaut successivement a a(z* + 5z + 5) = 0 en mettant a en facteur,

b c L b b c -
2 o z_ il VR S VA Z -
=+ az+ 2 0 en simplifiant par a, (z + 2a) 2(23) + 2 0 en utilisant une
. s , b, b°—4ac
identité remarquable, et finalement (z + 2_a) =z )
Alors si § désigne une racine carrée de A = b?> — 4ac,ona (z + 2—ba)2 = 45—32, donc
z+ ﬁ = ii, et finalement z = —b+ 6. En résumé :
2a 2a 2a

équation du second degré :

si a, b, ¢ sont des nombres complexes avec a # 0, les solutions complexes de
y Z . 2 _b + 6 _b - 5
I'équation az= + bz+ c=0sont z; = o2 et Zo = oA

racine carrée du discriminant A = b — 4ac

, 0 désignant une

L’équation a donc deux solutions distinctes si A # 0, et une solution unique si A = 0
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nombres complexes équation du second degré

cas particulier et exemples

Dans le cas particulier ou les coefficients sont réels, le discriminant A est réel, et donc
§ vaut soit +v/A si A > 0, soit +iv/—A si A < 0. On retrouve le résultat connu :

si a, b, ¢ sont des nombres réels avec a # 0, si A = b? — 4ac, I'équation
ax® + bx + ¢ = 0 d’'inconnue x admet :
—b—+vVA

si A > 0, deux solutions réelles, x; = % et xo = A

. . . . —b
si A = 0, une unique solution réelle, x = %3
si A < 0, pas de solutions réelles, mais deux solutions complexes conjuguées,

b+ iv_A —b-iV-A
2 etxo = ——

X = 2 2a

exemple 1, résoudre x> +2 =0

pas de discriminant ici!! Cela revient & chercher les racines carrées de —2, soit iv/2 et
—iv2

exemple 2, résoudre 4x2 +3x +1 =0

iciA=9—4x4x1=-7,donc les racines carrées de A sont ir/7 et —i\/7, et les
—3+iV7

solutions de I'équation sont 8
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nombres complexes racines n-iémes

racines n-iemes

Si n est un entier positif, une racine d’ordre n, ou racine n-ieme de z € C est un
nombre w € C tel que w" = z

0 admet une unique racine n-ieme, 0

Quelles sont les racines n-iemes d’'un nombre complexe z non nul quelconque ?
Ecrivons z sous forme exponentielle z = pe® avec p > 0etf € R
On cherche ses racines n-iémes w = re'®, avec r > 0 et ¢ € R. Alors :

W=z (re'®)" = pe”
N rnenidz — peie
rmn = p
= {nqs = O0+2kn, ke

Ainsi,

tout nombre complexe non nul z = pe” admet exactement n racines n-iémes
complexes distinctes y/p €'®+2™/" avec k € 7

Pour obtenir toutes les racines il est inutile de prendre tous les entiers k, il suffit d’en
prendre n valeurs consécutives, par exemple 0,1,2,...,n— 1
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nombres complexes racines n-iémes

exemples

exemple 1 : determiner les racines cubiques de l'unité.
Onécrit1 =1 x e*%;les racines cubiques sontdonc e’ =1,

ezjﬂ/azcos%’r—kisin%": 3+ Iete4’"/3:c 47r—|—Ism4§r —1—§i.
. . . s —14+V3i —1—+3i
Les trois racines cubiques de I'unité sont donc 1, 5 Va3i et 5 V3i

exemple 2 : déterminer les racines quatriémes de l'unité. .
1 = 16", donc les quatres racines sont 1, 6*™/* = &/, e*"/* = & et
ebim/4 = gdin/2 — @=in/2 soit 1, i, —1, —i

exemple 3 : déterminer les racines cubiques de 1 + J. ‘
On écrit 1+ i = v/2 x ™/*; ses racines cubiques sont donc wy = v/2e"/12,
Wo = \G/E eI7r/12-%—2/7r/3 et W = \/_ eI7'r/12-%—4l7'r/3

. - ; —1 i
Pour obtenir les formes algébriques on remarque que w, = w;e%™/3 = +T\/§ wy et
4/7\'/3 _1 - \/§’. .l . 7 .
w3 = wi€e =—— W il suffit donc de calculer la forme algébrique de wy

. 1+ s
wy = v2(cos % +isin ). La relatlon cos? x = 142X donne cos? & = o & — 243
12 12 12 2 4

donc, étant positif, cos 75 = Y22, 8 On en déduit sin 5= 2;”, donc

wy = V/2( —ﬂ;“@ + i—VZ;ﬁ). Reste a développer les produits pour trouver d'affreuses
formes algébriques pour ws et ws... 57/1



polynémes généralités

polynémes et degré

définition

on appelle polyndme réel (resp.complexe) une fonction définie par une expression de
la forme P(x) = anX" + a1 X" '+ ...+ a1 X + ao,

n étant un entier positif et ap, a1, . . ., a» des réels (resp.complexes)

Lensemble des polynémes réels est noté R[X], et C[X] pour les polyndmes complexes

degré

le degré d’'un polynéme non nul P, noté deg(P), est défini comme le plus grand entier
k telque ax # 0

Par convention on pose deg(0) = —oco

Si nest le degré de P, a,X" est appelé terme de plus haut degré de P, et a, est le
coefficient dominant
Un polynéme est dit unitaire si son coefficient dominant vaut 1

exemples : a) le degré de 4X° + 2X — 5 est 3. Le terme de plus haut degré est 4X°, le
terme constant est -5.
b) X® 4+ 3X® — 5X + 2 est un polyndme unitaire de degré 5
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polynémes division

division euclidienne de deux polynémes

si A et B sont deux polynémes, avec B # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) de
polynémes tels que A = BQ + R et deg(R) < deg(B)

Q et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne ou division selon les
puissances décroissantes de A par B

exemple : pour diviser A = 2X* + X3 + 3X +4 par B= X2 +3X + 1 on procéde ainsi :

o2x* + X° + 33X + 4] X + 3X + 1
2X* 4+ ex® 4+ 2x? 2X? - B5X + 13
— BX® — 2X* 4+ 3X + 4
5X° — 15X®> - 5X

13X + 8X + 4
13X2 + 39X + 13
— 31X = 9

ainsi, le quotient est 2X2 — 5X + 13 et le reste —31X — 9
On a donc prouvé que 2X* + X® +3X +4 = (X2 +3X +1)(2X® —-5X+13) - 31X -9

On dit que le polyndme B divise le polynéme A s'il existe un polynéme Q tel que

A = BQ. Cela équivaut au fait que le reste R de la division de A par B est nul
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polynémes racines

racines d’'un polynéme

racine
« est une racine ou un zéro d’un polynéme P si P(a) = 0
o est une racine d’ordre nsi P(a) = P'(a) = ... = P" D(a) =0

exemple 1 : tout polynéme aX + b de degré 1 admet —b/a pour racine simple.

exemple 2 : P = X2 admet 0 pour racine double car P(0) = 02 =0, P'(0) =2x 0 =0,
et P"(0)=2+#0

théoréme de d’Alembert-Gauss
Un polynéme réel n'a pas forcément de racine réelle mais
tout polynédme non constant admet au moins une racine complexe

Si on divise P par X — «, on obtient une relation P = (X — a)Q + R avec R, de degré
strictement inférieur a celui de X — a, donc constant. Ainsi, P(a) = R, le reste est nul
si et seulement si « est racine de P, donc :

lien entre racine et division :
« est racine de P si et seulement si X — « divise P
de méme, « est racine d’ordre k de P si et seulement si (X — a)* divise P

60/1



polynémes racines

racines d’'un polynéme

Si P admet nracines a4, ..., an, (X —aq) ... (X — an) divise P. Donc un polynéme de
degré n admet au plus n racines. Il peut en avoir moins, avoir des racines doubles, etc..

quelques astuces pour trouver des racines :
@ des « racines évidentes » d’'un polyndme a coefficients entiers sont a chercher
parmi les diviseurs du terme constant
Ainsi les racines entiéres de X® + 3X2 + 3X + 2 sont & chercher parmi
{1,—-1,2,-2}; —2 est effectivement racine, pas les autres. On pose alors la
divisionpar X +2: X® +3X2 +3X 4+ 2= (X +2)(X2+ X + 1)

, , —1—i —14i
Les racines du quotient X% + X + 1 sont 5 V3 et V3

On a donc toutes les racines de X2 + 3X2 + 3X + 2 : une racine réelle et deux
racines non réelles. Le fait que celles-ci sont conjuguées n’est pas un hasard :

@ si a+ ib est une racine d'un polyndme a coefficients réels, a — ib aussi. En effet,
danscecas P(a—ib) = P(a+ib)=P(a+ib)=0=0

@ si I'équation est une équation bicarrée, i.e ne faisant intervenir que des
puissances paires de X, on peut poser Y = X2, trouver les racines du polynéme
en Y obtenu, puis en déduire X. Par exemple, si on cherche les racines de
P = X* 4+ 3X? — 4, on commence par trouver les racines de Y2 +3Y —4 : -4 et 1.
Les racines de P sontdonc 1, —1, 2j et —2i
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factorisation d’'un polynédme

Un polynéme de degré n > 1 est irréductible s'il n’est divisible par aucun autre
polynéme de degré strictement compris entre 0 et n
Factoriser un polynéme, c’est I'écrire comme produit de polynémes irréductibles

Ainsi tout polyndme de degré 1 est irréductible : il n’existe pas de polynéme de degré
strictement compris entre 0 et 1!

De méme, X2 + 1 est irréductible sur R : on sait qu'il n’a pas de racine, donc il ne peut
exister de polyndme de degré 1 qui le divise. Mais sur C, X2 +1 = (X — )(X + )
Plus généralement :

les seuls polyndmes complexes irréductibles sont ceux de degré 1;

les seuls polyndmes réels irréductibles sont ceux de degré 1 et ceux de degreé 2 de
discriminant strictement négatif

Ainsi :

Factoriser P sur C, c’est écrire P = a(X — a1)* ... (X — ap)® avec a € C et des
racines «; d’ordre a; distinctes

Factoriser P sur R, c’est écrire P = a(X — a1)® ... (X — ap)aPQf" e Qf,’", avec a € C,
des racines «; d’ordre a; distinctes, et des poynémes distincts irréductibles de degré 2
Qj, avec des exposants b; > 1
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factorisation d’'un polynédme

La factorisation d’un polynéme se raméne donc a la recherche de ses racines
complexes...Si on a trouvé toutes les racines et leur ordre, on a factorisé le polynéme
sur C

Et la factorisation sur R d’'un polyndme a coefficients réels pour s’obtenir en regroupant
par deux les polynébmes de degré 1 correspondant aux racines complexes conjuguées

exemple1:2X% —2=2(X —1)(X+1),surRouC:onalesracines 1 et -1, donc
des facteurs X — 1 et X + 1, sans oublier le coefficient dominant 2

exemple 2 : X? 4 1 est factorisé sur R, et sa factorisation sur C est (X — i)(X + /)

exemple 3 : pour factoriser P = X5 + X* —2X® — 2X2 — 3X — 3, on commence par
chercher une racine « évidente » : on trouve —1

On effectue alors la division de P par X — (—1):

Xo 4+ X+ —2X® —2X2 —3X -3 =(X+1)(X*-2X?-3)

En posant Y = X?, les racines de Y2 — 2Y — 3 sont -1 et 3, donc celles de

X* —2X% —3sonti,—i,v/3et—3

Donc finalement, la factorisation est P = (X + 1)(X — v/3)(X + v/3)(X — i)(X + i) sur
CetP=(X+1)(X—V3)(X+V3)(X?+1)surR
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définition

Soit f continue sur [a, b], positive, et (C) sa courbe représentative. On souhaite
calculer I'aire sous la courbe, c’est-a-dire 'airede {a< x < b ; 0<y <f(x)}

On peut pour cela considérer n+ 1 points réguliérements

répartis sur le segment [a, b], x; = a + (b—a)i ) pour i = f(x)
0,..., n,

et considérer la réunion des rectangles de base [x;, X;1]

et de hauteur f(x;)

Laire de chacun de ces rectangles est f(x;)(Xiz1 — Xi),

donc I'aire de leur réunion est Y7~ T f(x, i) (Xis1 — x)

Si le nombre de points n tend vers Iinfini, cette région
composee de rectangles se rapproche de plus en plus

de la région sous la courbe

b
Ainsi, nl_lm 27:_01 f(x;)(Xiy1 — X;) est I'aire cherchée : on la note/ f(x) dx
e a

Le symbole [ joue le réle d’'une « somme continue » ot la différentielle dx représente
la différence xi11 — X;, qui devient infiniment petite quand n tend vers l'infini



intégrale généralités

définition

b
remarque 1 : si f n’est pas de signe positif, / f peut étre définie de la méme maniére
a

comme limite de 7' f(X;)(Xi+1 — X))

La valeur de cette intégrale est la différence entre I'aire située entre les parties
positives de la courbe au dessus de 'axe des abscisses, et I'aire située au dessus des
parties négatives de la courbe et sous 'axe des abscisses

On peut de méme généraliser cette définition a des fonctions a valeurs complexes

b
remarque 2 : dans la notation / f(x) dx, la variable d’intégration x est une variable

a
muette : elle n’intervient pas dans la valeur de I'intégrale, et on peut la noter par
n’importe quel autre symbole y, t, &, .. .voire ne pas utiliser de variable du tout et se
b

contenter du nom de la fonction, f : f

a
Seule limitation : le symbole ne doit pas étre utilisé ailleurs dans I'énoncé

remarque 3 : par analogie avec les sommes finies et la moyenne usuelle d’'un nombre

b
fini de valeurs, la valeur moyenne d’une fonction f définie par b L 2 / f
- a

65/1



intégrale généralités

propriétés

@ si f, g sont continues sur [a, b] & valeurs réelles ou complexes,
b b b
/ f:/ Re(f) + i/ Im(7)
a a a

c b b
@ relation de Chasles : pour tout ¢ € R, / f+/ f= / f,
a c a

a a b
etdonc en particulier/ f=0 et / f= —/ f
a b a

b b b
@ linéarité : si )\, u sont réels ou complexes, / (Af+pug) = A/ f+ u/ g
a a a

b b
@ croissance : si pour tout x € [a, b], f(x) < g(x), alors/ f< / g
a a

b b b b
/f+g's/ regl< [+ [l

a a a a

b b b
[l <[ /[ e

a a a

@ inégalité triangulaire :

@ inégalité de Cauchy-Schwarz :
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lien entre intégrales et primitives

Soit f continue sur [a, b], et F la fonction définie par F(x) = f: f(t)dt

D’aprés la relation de Chasles, F(x + h) — F(x) = f;“’h f(t)dt
Si h est petit, toutes les valeurs de f(t) pour t € [x, x + h] sont proches de f(x), donc
F(x + h) — F(x) ~ hf(x) (aire du rectangle de hauteur f(x) et largeur h)

Par conséquent, w o f(x), et donc F est dérivable, de dérivée f
—
Ainsi,
lien entre primitive et intégrale :
Si f est continue sur [a, b], F(x f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a,

les primitives de f sont les fonctlons de la forme F(x) = f f(t)dt 4 c ol c est une
constante réelle,

b
et si F est une primitive de f, on a / f(x) dx = F(b) — F(a)
a

On note par un crochet cette différence des valeursde F : F(b) — F(a) = [F(x)]g

exemple : x2/2 + x est une primitive de x + 1, donc on peut calculer I'intégrale
Jix+1)dx = [x2/2+ X3 = (9/2+8) - (1/2+1) =6
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primitives usuelles

Les primitives suivantes sont a connaitre :

fonction

primitive

sia# —1,(ax + b)®

= (ax+b)~"

1
ax+b

eax+b

In(ax + b)

(ax + b)>™!
ala+1)

1
Linax + b|

eax+b

a

(ax + b)In|ax + b| — ax

a

fonction primitive
sin(ax + b) _cos(ax + b)
a

cos(ax + b) w;b)
; 1 arctan X
& + x? a a
_xX 1 In(x2 + 32)
a2 + x? 2

(a désigne un réel non nul quelconque, b un réel quelconque)
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intégration par parties

f: fg peut parfois se calculer ainsi : si F est une primitive de f, la dérivée de Fg est
(Fg) =F'g+ Fg' = fg+ Fg', etdonc fg = (Fg)' — Fg'. Ainsi,

intégration par parties :

/ab fg = /:(Fg)/ 3 /ab Fo' = [Folt - /ab Fo

On remplace le calcul de I'intégrale de fg par celui d’'un crochet des deux primitives (F
et g), et celui de I'intégrale du produit de deux "nouvelles" fonctions (F et g’) : c’est
intéressant si cette deuxieme intégrale est plus simple a calculer que la premiere

exemple : pour calculer/ xsin(3x) dx, on peut poser g(x) = x et f(x) = sin(3x) (car
0

g'(x) = 1 est "plus simple" que g et F(x) = _ cos(3x)

est de méme nature que f)

~ . . ) . D
Plutdét que nommer les fonctions on peut représenter les opérations par x — 1 et

. P cos(3x)
sin(3x) — 3

Ainsi, /OWXsin(SX) dx = [x C"S(SX)]0 - /OW %(3’() dx =7+ [Si”(:’()]g -z
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changement de variable

Soit f continue sur un intervalle [a, b], F une primitive de f, et ¢ une fonction C'
strictement monotone d’un intervalle J dans [a, b]. (F o ¢)’ = (fo ) x ¢, donc :

changement de variable x = ¢(y) ou y = ¢~ '(x)
b i ) ,
/ f=F(b)—F(a)=[Fo W]i—ﬁ; = / (fo)p
a v~ 1(a)

En pratique, pour effectuer un changement de variable, on réalise les étapes :

0- nouvelle variable : on définit y en fonction de x (ou x en fonction de y), choix est
indiqué dans I'énoncé ou déterminé par la pratique et I'intuition

1- les bornes : lintégrale initiale est calculée pour x variant de a a b : on détermine
donc les bornes entre lesquelles varie y quand x parcourt [a, b]

2- I'élément différentiel : on exprime x en fonction de y, puis dx en fonction de y et dy,
et 'on remplace dx par cette expression dans l'intégrale de départ

3- la fonction : on exprime f(x) en fonction de y

Si le changement de variable est bien choisi, on peut alors calculer la nouvelle intégrale
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changement de variable

/4
exemple 1 : pour calculer/ tan@ do :
0

sinf
tanf =
an cosf’

Les bornes x = 0 et x = w/4 donnentdes bornes y = 1 et y = v/2/2
dy = —sin6df
-1

et il reste dans l'intégrale —t_=
cos 6 y

/4
Donc on obtient : / tanf do = —/
0 1

(presque) la dérivée du cosinus, on pose y = cos 6

VE2gy V2 2

y 2 2
1
exemple 2 : ourcalculer/ OI7)(on se raménea#'
ple<:p 0o X2+2x+5 y2+17
X+ 1
2

X+ 1
2

X2 42x+5=(x+1)2+4=4(( )?+1); on pose donc y =
Six=0,y=j}etsix=1,y=1

Alors dy = d—X ,etdx =2dy

Lintégrale est donc égale a /1 4(y27 5

__ m/4 —arctan(1/2)
/ y2+1
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linéarisation de polynémes trigpnométriques

On a déja, grace aux formules d’Euler, linéarisé des polyndmes trigonométriques
Cela facilite le calcul de primitive : on ne sait pas en général primitiver des puissances
ou produits de cos et sin, mais on sait primitiver les sommes d’expressions de cos(kx)
et sin(kx)

/4
exemple : calculer / cos® x sin® x dx
0

On a déja vu que cos? x sin® x = %y
/4 /4 . »
donc/0 cos? xsin® x dx = %/0 (1 — cos4x) dx = % {x . sm44x}0 _ ;_2

Cette méthode marchera systématiquement. Mais dans certains cas, et en particulier
si I'expression est de la forme cos(x) sin®(x) (ou sin(x) cos®(x)) il est astucieux, plutét

que linéariser, de remarquer que I'expression est "presque” la dérivée de sin“*'(x)
/2
exemple : pour calculer/ sin(x) cos?®(x) dx, on peut remarquer que la dérivée

0
de cos?%'(x) = —2021 sin(x) cos?°?(x), donc une primitive de sin(x) cos?*°(x) est
cos?2'(x)/(—2021), et ainsi :

/ e sin(x) cos?*2(x) dx = [~ cos?®'(x)/2021]7/% = (=0 — (—1))/2021 = 1/2021
0
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intégrales généralisées
Si f est définie sur un intervalle ouvert ]a, b[ (avec éventuellement, a = —oco ou

b = +00), il est parfois (mais pas toujours) possible de donner un sens a l'intégrale

impropre ou generallsee/ f

Essentiellement, cela consiste a remplacer le calcul de la valeur d’une primitive de F
en b (resp.en a) par la limite de cette primitive en b (resp.en a). Si cette limite existe et
b

est finie, on dira que l'intégrale est définie, ou convergente, et / f=IlimpF —limsF
a

+o0
exemple 1 : / d— est-elle convergente ? Une primitive de l est — ~ , dont la limite
+o00 +oo
en +oo est nulle. Ainsi, / % converge, et vaut/ dx = [—]
1 1
exemple 2 : / X est-elle convergente ? Une primitive de — est In(x), dont la limite

+oo
en +oo est infinie. Ainsi, / d7x diverge (ou ne converge pas, ou n’est pas définie)
1
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intégrales généralisées

exemple 3 : / est-elle convergente ? Une primitive de al est 2¢/x, dont la limite

VX
dx

]
(et méme ici la valeur) en 0 vaut 0. Ainsi, I'intégrale est convergente et / — =2
0

VX

+o0o 1
T2 ixZ est-elle convergente ? arctan’(x) = ——, et arctan tend

exemple 4 :
P / 1+ x2’

—0o0

+oo

vers 7/2 en 400, vers —m /2, en —oo. Ainsi / converge et sa valeur est =

— 00

14+ x2
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équations différentielles introduction

virus

On fait I'hypothése (souvent vérifiée) que, au début de la propagation d’un virus, le
nombre de personnes contaminées sur une certaine durée est proportionnel a la fois
au nombre de personnes déja infectées, et a cette durée

Si on note y le nombre de personnes atteintes par le virus, on peut donc écrire que dy
(la variation de ce nombre, autrement dit le nombre de nouvelles personnes infectées)
est de la forme aydt. Ainsi, en divisant par dt :

I" équation vérifiée par le nombre de malades y est
dy

o =

Il s’agit d’'une équation différentielle, entre la fonction y et sa dérivée

On constate que y(t) = Ce®! est solution :
en effet sa dérivée vaut bien c:j—}; =y'(t) = aCe® = ay
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équations différentielles introduction

virus

Bien que le modeéle choisi soit extrément simpliste, et en prenant les données de
contamination par le COVID-19 pour la France entre le 1er mars (1er jour avec 100 cas
recensés) et le 16 mars 2020 (le confinement change la propagation), on constate que
la modélisation par une exponentielle (une régression permettant d’estimer la
constante C et le coefficient o) est correcte

6000
f(x) = 7,9E+01 exp( 2,8E-01 x )
R? = 9,9E-01 ]
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équations différentielles introduction

condensateur

On connait la tension u(t) imposée aux bornes d’'un circuit RC, et on souhaite
déterminer la charge g(t) du condensateur.

Si i(t) I'intensité du courant qui parcourt le circuit, alors :

o i(t) = St

@ la tension aux bornes de la résistance est Ri(t)

@ la tension aux bornes du condensateur est @
et la tension aux bornes du circuit peut donc s’exprimer de deux maniéres différentes :
équation différentielle verifiée par g(t)

dgq q(t) _
R () + 75 =u(h)

Il s’agit d’'une équation différentielle de variable ¢, de fonction inconnue g, et dont u(t),
R et C sont des paramétres connus.
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condensateur

La maniere de résoudre I'équation dépendra de I'expression de u(t).

Si on suppose que u(t) est une constante de valeur U, ("tension continue"), alors on

vérifie facilement que toute fonction de la forme q(t) = Ke~7c + CUo, K étant une
constante quelconque, est solution de I'équation.

d t .t t
En effet Fct’ = —R—ce Ac et donc Ffdt(t) + % = Ke Ac +( e o + Uo), les

exponentielles se simplifient et on obtient bien Uj.

Charge (coulombs)
K+ CUy|

CUq

T T T Temps (s)
0 RC 2RC 3RC
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généralités

Une équation différentielle est une équation reliant une variable, une fonction, et ses
dérivées successives.

Lordre de I'équation différentielle est I'ordre de dérivation maximal qui apparait.

La résoudre, ou l'intégrer, c’est déterminer 'ensemble des fonctions qui la vérifient.

exemple 1 : y' = ay est une équation différentielle d’ordre 1, de fonction inconnue y,
dans laquelle la variable n’apparait pas explicitement

exemple 2 : R% -+ — = u(t) est une équation différentielle d’ordre 1, de variable ¢ et

ol

de fonction q

exemple 3 : y"’y’ + 2(sin x)y = 3x est une équation d’ordre 2, de variable x et de
fonction y
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équations différentielles introduction

généralités

En général une équation admet une infinité de solutions, et il faudra connaitre une ou
des conditions initiales (la valeur de la fonction a l'instant 0, par exemple) pour
déterminer la solution correspondant a un probléme physique précis.

exemple : les solutions de I'équation H%’(z‘) + @ = Uy sont les fonctions
q(t) = Ke™#c + CUpo, avec K un réel quelconque : il existe autant de fonctions q(t)

solutions que de réels K.

Mais si on sait que, par exemple, a 'instant 0 la charge du condensateur est nulle,
alors q(0) = 0 = K + Cl, et on peut donc déterminer K = —CUl,

et on a ainsi déterminé la charge du condensateur a chaque instant,
q(t) = —Clpe~ 7 + ClUp
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équations différentielles introduction

équations linéaires

Une équation est dite linéaire si elle peut s’écrire sous la forme
Y 4 an (" 4 a(X)y + ao(x)y = b(x),

les a; et b étant des fonctions réelles définies sur un intervalle /.
Si les a; sont des fonctions constantes, on dit que I'équation est a coefficients
constants.

remarque 1 : b n'est pas forcément constant dans une équation a coefficients
constants.

remarque 2 : si b est nulle, on dit que I'équation est homogéne ou sans second
membre.

Les équations que :

- on rencontrera dans ce cours,

- que I'on apprendra a résoudre,

- que vous rencontrerez en physique,

seront principalement des équations différentielles linéaires d'ordre 1 ou 2 a
coefficients constants, le second membre lui n’étant pas forcément constant.

Par exemple y’ + 3y = 2cos(x),ou y” —y’ +5y =3,0uLf+gd =0
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

équation linéaire d’ordre 1 a coefficient et second membre constants

I’équation la plus courante

Si a et b sont des réels quelconques, avec a # 0, les solutions de I'équation
différentielle

y +ay=>b

sont les fonctions y(t) = Ce™# + b/a, C étant un réel quelconque.

exemple 1 : les solutions de I'équation y’ + ay = 0 sont les y(t) = Ce~*!

exemple 2 : les solutions de I'équation y’ — 2y = 3 sont les Ce?' — 3/2

exemple 3 : les solutions de I'équation L% + Ri =0 sont les Ce~ !/t
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

équation linéaire d’ordre 1 a coefficient et second membre constants

Sans faire une démonstration rigoureuse on va décrire la résolution de I'équation
y' 4+ ay = b, en plusieurs étapes :
@ on recherche les solutions non nulles de I'équation sans second membre
/
y' + ay = 0 : elle équivaut successivement a y’ = —ay puis LA
en primitivant on obtient : In|y| = —ax + cavecc € R
en prenant I'exponentielle : |y| = e~ #e°
en enlevant la valeur absolue : y = +e° =%
et comme +e° représente un nombre positif ou négatif quelconque, on peut le
renommer C, et finalement les solutions de I'équation sans second membre sont
les fonctions yn(x) = yssu = Ce™®, C € R

@ |le second membre est constant, on cherche une solution particuliére y, constante ;
alors y, = 0 et I'équation devient 0 + ay, = b donc y, = b/a, qui est bien une
constante

@ si y est une autre solution, alors y — y, est solution de I'’équation sans second
membre, donc y — yp = yu et finalement, y = Ce~* + b/a

Si cette démonstration vous aide a comprendre, et vous permet de retrouver
rapidement, la formule, c’est parfait. Sinon...il vous reste a I'apprendre par coeur.
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

équations d’ordre 1 sans second membre

On cherche ici a résoudre les équations de la forme y’ + a(x)y = 0, a(x) étant une
fonction quelconque.

On peut se ramener a I'équation y’/y = —a(x), et si A désigne une primitive de a,
Inly|=—-A(x)+c ceR,

donc y(x) = +ee ™) et donc :

équation linéaire d’ordre 1 sans second membre
les solutions de I'équation y’ + a(x)y = 0 sont les fonctions de la forme
y(x) = Ce~™ oul C est une constante quelconque et A une primitive de a

exemple 1 : les solutions de I'équation ¥’ + 3y = 0 sont les fonctions y(x) = Ce™%*,

C € R, car une primitive de 3 est 3x

exemple 2 : les solutions de I'équation 2y’ 4 xy = 0 sont les fonctions
y(x) = Ce~**/*, C € R, car une primitive de x/2 est x /4

exemple 3 : les solutions de I'’équation y’ = e*y sont les fonctions y(x) = ce?,
C € R, car une primitive de e* est &*
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

équations d’ordre 1 avec second membre

Pour résoudre une équation de la forme y’ + a(x)y = b(x),
a(x) et b(x) étant des fonctions quelconques,
l'idée générale est la suivante :

@ on résoud I'équation sans second membre associée y’' + a(x)y =0

@ on cherche une solution particuliere yp, ce qui peut étre fait de différentes

manieres :
@ par chance, ou intuition...
e par vérification d’'une solution proposée par I'énoncé
@ par la recherche d’une solution « qui ressemble au second membre » (en particulier
quand a est une constante)
e enfin, en dernier recours, par la méthode de « variation de la constante », qui
fonctionne tout le temps mais est souvent laborieuse

@ alors les solutions de I'équation sont les fonctions de la forme y = yssu + Vo

exemple, résoudre I'équation y’ + y/x = x en cherchant une solution particuliére
sous la forme ax? :

Les solutions de I'équation sans second membre sont yssy = C/x avec C € R.
Chercher une solution particuliére y, = ax®, c’est calculer y, = 2ax et reporter dans
I'équation : 2ax + ax®/x = x donc 2a+ a = 1donc 3a = 1. Ainsi, y, = x*/3.

Les solutions sont donc les fonctions de la forme y(x) = C/x + x*/3, C € R
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

recherche de solution particuliere : second membre polynomial

second membre constant

I'équation y’ + ay = b (a et b étant des constantes) aura si a # 0 la solution
particuliere b/a

et plus généralement,

second membre polynémial
si P est un polynéme, I'équation y’ + ay = P(x), a étant constante, aura si a # 0 une
solution particuliere polynomiale de méme degré que P.

exemple, y’ + 3y = 2x : la solution de I'équation homogéne est yssy = Ce™>*.

On cherche une solution particuliére yp = ax + S (polyndme de degré 1, comme 2x).
Alors y, = a et 'équation devient a + 3(ax + 3) = 2x.

Par identification des termes en x on a 3a = 2; pour les constantes, « + 35 = 0.
Donca=2/3etp=-2/9

Les solutions sont donc les y = Ce™3* +2x/3 - 2/9

remarque : si a = 0, on cherchera Q de degré égal a deg(P) + 1
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

recherche de solution particuliere : second membre exponentiel

second membre exponentiel

I'équation y’ + ay = e (a et b étant des constantes) aura « en général » une solution
particuliére de la forme ae®™ (a étant un réel & déterminer)

exemple, y' — 2y = & : la solution de I'équation homogéne est yssy = Ce?*.
On cherche une solution particuliére y, = ae*.

Alors y, = ae” et I'équation devient ae* — 2ae* = €*.

Si on simplifie par I'exponentielle, « — 2a = 1 donc o = —1, et yp, = —€e* convient.
Les solutions sont donc les fonctions y = yssy + yp = Ce® — e*, C€ R

remarque : on peut préciser le « en général » de la proposition : ce sera le cas si b est
différent de —a. Sinon, on cherchera y, sous la forme axe™.

exemple, y’ — y = €* : si on cherche une solution particuliére de la forme a€*, on
trouve que « doit vérifier 0 = 1, ce qui est impossible.

On cherche donc y, = axe*, alors y, = axe* + ae*, et donc I'équation devient
axe® + ae* — axe’ = e donc ae’ = e donc a = 1, la solution particuliére est

Yo = xe*
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

recherche de solution particuliére : second membre trigonométrique

second membre trigonométrique

une équation y' + ay = K cos(wx) ou y' + ay = Ksin(wx)
(a, K et w étant des constantes)

aura une solution particuliére de la forme A cos(wx) + Bsin(wx)

résumé, en francais : si le second membre est sinusoidal de pulsation w, une solution
particuliere est une combinaison linéaire d’un sinus et d’'un cosinus de pulsation w

résumeé, en électricité : si on alimente un circuit avec une tension ou une intensité
sinusoidale de pulsation w, on aura dans le circuit un régime permanent sinusoidal de
méme pulsation (mais d’amplitude différente, et déphasée)

exemple, y’ — 2y = 3cos(4x) : la solution de 'équation homogéne est yssy = Ce?*.
On cherche une solution particuliére y, = Acos(4x) + Bsin(4x).

Alors y, = —4Asin(4x) + 4Bcos(4x) et I'équation devient

(—4Asin(4x) + 4B cos(4x)) — 2(Acos(4x) + Bsin(4x)) = 3 cos(4x).

Soit, en identifiant les cosinus : 4B — 2A = 3, et en identifiant les sinus, —4A — 2B = 0.
Ainsi, B= —2Aet6A=3donc A= -2 et B= 2, et y, = — 3 cos(4x) + £ sin(4x),

et les solutions de I'équation sont les y = yssu + yp = Ce® — 2 cos(4x) + £ sin(4x)
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équations différentielles équations linéaires du premier ordre

recherche de solution particuliére : second membre trigonométrique

remarque : si on s’intéresse a I'amplitude et a la phase de la solution particuliére, on
pourra factoriser \/(—i)2 + (32 =4/3%+& =,/% =3V5/10, et donc écrire
3. cos(4x) + Esin(4x) = ( cos(4X) f sin(4x)) = 31{ cos(4x — ¢) sion

pose ¢ = arctan(—2) + , donc Yp= —\of s(4x — arctan(—2) + 7).

méthode complexe : en électricité, on procéde souvent différement, en utilisant une
représentation complexe : on « remplace » les cosinus par des exponentielles
complexes, on cherche les solutions, et a la fin la solution particuliére réelle est la
partie réelle de la solution particuliere complexe.

En pratique : on regarde I'équation y’ — 2y = 3e** (on a remplacé cos(4x) par €**), on
cherche y, sous la forme y, = Ae'***#) (avec A > 0 et ¢ réel), donc y;, = 4iAe" ).
En reportant dans I'équation, on obtient (4/ — 2)Ae"“***) = 3e** donc

(4i — 2)Ae™e'? = 3e** et finalement, (4i — 2)Ae'? = 3 soit Ae’? = I 6!

4i—2~ 10

A est le module soit 31{, ¢ est 'argument soit arctan(2) + m, donc

Ag'¢ = 35 grretan@)t7 |3 solution complexe est yp = 35 gl4xtarctan(2)m)

Sionen prend la partle réelle, on retrouve bien la solutlon particuliére trouvée plus
haut, yp =32 V5 cos(4x + arctan(2) + T



équations différentielles équations linéaires du premier ordre

méthode de variation de la constante

Pour résoudre y’ + a(x)y = b(x), on sait déja que I'on peut commencer par chercher
les solutions de I'équation sans second membre : yssy(x) = Ce~™ pour C € R.

méthode de variation de la constante

On cherchera un solution particuliére de I'équation y’ + a(x)y = b(x) sous la forme
Yo(x) = C(x)e™ ")

(on fait « varier » la constante C...)

exemple, y' — 3y/x = x? : on résoud I'équation sans second membre y’ — 3y/x = 0,
et on trouve yssu(x) = Cx3. On cherche donc une solution particuliére y, = C(x)x>.
Alors yy(x) = 3x2C(x) + x3C’(x), et en reportant dans I'équation : C'(x)x® = x?, donc
C’(x) = 1/x. Une solution possible est donc C(x) = In |x|, soit yp(x) = x* In |x|,

Les solutions de I'équation sont donc les fonctions y(x) = Cx* + x%In|x|, C € R.

formule générale

on voit en appliquant cette méthode que les solutions de I'équation y’ + a(x)y = b(x)
sont les fonctions

y(x) = Ce "™ 4 D(x)e ¥, C e R,

ou A est une primitive de a et D(x) une primitive de b(x)e*™.
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équations différentielles équations linéaires du second ordre

équation linéaire du second ordre

Pour résoudre I'équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants ay” + by’ +cy = d(x)

(a,b,c € R, a# 0, et d(x) constante, polynomiale, exponentielle ou sinusoidale)

la méthode est la méme que pour une équation du premier ordre :
- on résoud I'équation sans second membre associée (c’est I'objet de ce qui suit),

- on détermine une solution particuliére (par les mémes méthodes qu’au premier
ordre),

- on additionne les deux solutions.

On doit donc d’abord résoudre I'équation ay” + by’ + cy = 0.

Pour cela, cherchons les solutions de la forme y(x) = ™.

Alors y'(x) = re™ et y” = r?e™, et 'équation devient ar’e™ + bre™ + ce™ = 0.
En simplifiant par € on obtient I'équation équivalente ar® + br + ¢ = 0.

Ainsi, ™ est une solution de ay” + by’ + cy = 0 si et seulement si r est une solution
de I'équation du second degré ar? + br + ¢ = 0 dite équation caractéristique.
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équations différentielles équations linéaires du second ordre

équation linéaire du second ordre

Décrivons maintenant 'ensemble des solutions :

- s'il y a deux racines ry et r», non seulement e"* et €2 sont solutions, mais aussi
toute combinaison linéaire Ae"* + pe?*. On admet qu’il n’y a pas d’autre solution.

- s'il y a une racine réelle unique r, on peut vérifier que xe™ est aussi une solution (car

alors r = —).
2a)

On peut aussi vérifier que toute combinaison linéaire A\e™ + uxe™ est solution aussi; et
on admet qu’il n’y en a pas d’autre.

- si les racines ne sont pas réelles, on peut les écrire 1 = u+ ivet, = u— ivavec u
et +v les parties réelles et imaginaires des solutions.

Alors e"* = e*(cos(vx) + isin(vx)) et €2 = e”*(cos(vx) — isin(vx)) sont des
solutions, et toute combinaison linéaire réelle aussi.

On admet qu’il n’y a pas d’'autre solution.
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équations différentielles équations linéaires du second ordre

équation linéaire du second ordre sans second membre

résolution de I'équation du second ordre sans second membre ay”’ + by’ 4+ cy =0

On considére I'’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0,
et son discriminant A = b? — 4ac.

Alors :

si A > 0, 'équation caractéristique admet deux solutions réelles r; et r, et les
solutions de I'équation différentielle sont les y(x) =" + ue, A ueR.

si A = 0, I'équation caractéristique admet une solution réelle unique r, et les solutions
de I'équation différentielle sont les y(x) = xe™ 4 uxe™, A\, u e R.

si A < 0, I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées
u =+ iv, et les solutions de I'équation différentielle sont les
y(x) = (A cos(vx) + psin(vx))e”™, A\, u € R.

93/1



équations différentielles équations linéaires du second ordre

exemples

exemple 1: y” + y = 0 a pour équation caractéristique r> + 1 = 0, de solutions i et —i.
Et donc les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions A cos x + psin X,
A p€eR.

exemple 2 : y” — y = 0 a pour équation caractéristique r> — 1 = 0, de solutions 1 et -1.
Donc les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions Ae* + pe™, A\, u € R.

exemple3:y” — 2y’ +2y =3.

On résoud d’abord I'équation sans second membre y" — 2y’ + 2y = 0, qui a pour
équation caractéristique r> — 2r + 2 = 0, de solutions 1 +jet 1 — i.

Les solutions de I'équation différentielle sans second membre sont donc les fonctions
Yssm(Xx) = (Acos x + psin x)e*, A\, u € R.

On cherche alors une solution particuliere y, constante (car le second membre est
constant). Donc y, = 0, y; = 0, I'équation devient 0 + 0 + 2y, = 3, donc y, = 3/2.

Ainsi les solutions sont les fonctions (A cos x + psin x)e* +3/2, A, u € R,
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vecteurs rappels sur les vecteurs

caractérisation d’'un vecteur

Un vecteur i = AB est défini par :
@ sa direction (la direction de la droite (AB))
@ son sens (de A vers B)
@ sa norme (||d|| est la longueur AB)

Le physicien rajoute souvent une origine ou point d’application (pour une force)

Pour multiplier un vecteur v par un nombre réel X : le vecteur \V est :
de méme direction que v

de méme sens (si A > 0) ou de sens opposé (si A < 0)

de norme multipliée par |A|

Pour additionner deux vecteurs on utilise la relation de Chasles AB + BC = AC : si
AB et BC sont deux vecteurs, leur somme est le vecteur AC

Pour soustraire deux vecteurs : i — V = i + (—V), on additionne U et —v
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vecteurs rappels sur les vecteurs

directions et angle de deux vecteurs

Deux vecteurs qui ont méme direction sont dits colinéaires
Deux vecteurs dont les directions sont des droites orthogonales sont dits orthogonaux

Entre deux vecteurs du plan, on peut considérer :
@ I’'angle géométrique (ou non orienté), compris entre 0 et ™
@ l'angle orienté, dans | — 7, 7] (ou plus généralement, réel, défini a 2 prés)

Les angles géométriques formés par (U, V) et par (V, U) sont égaux, alors que les
angles orientés sont opposés

Deux vecteurs sont colinéaires si leur angle est multiple de =, et sont orthogonaux si
leur angle orienté vaut +7/2 4+ 2kn, k € Z
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vecteurs rappels sur les vecteurs

bases et repéres

Deux vecteurs non colinéaires du plan #’et 7'(ou trois vecteurs non coplanaires de
I'espace 7, et k) forment une base

Tout vecteur peut s’écrire de fagon unique comme combinaison linéaire ar’'+ b7+ ck
des vecteurs de la base. (a, b, ¢) sont alors les coordonnées du vecteur dans la base

@7, k)

S’iln’y a pas d’ambiguité sur la base utilisée dans un exercice, on pourra identifier un
a

vecteur a ses coordonnées : ar+ by+ ck = (a,b,c) = | b
c

‘)

Une base est dite orthogonale si Ies vecteurs (7, 7, k) sont deux a deux orthogonaux,

et orthonormée si les vecteurs (7, 7, ) sont deux a deux orthogonaux et sont de
norme 1.

La donnée d’'un point O et d’une base de vecteurs définit un repére.

Dans tout le chapitre et sauf indication contraire, un repére orthonormeé est fixé dans

chaque page de cours et chaque exercice. o



IS barycentres

barycentres

barycentre

Si A et B sont des points du plan ou de I'espace, et a et b des coefficients réels positifs,
le barycentre de A(a) et B(b) (on indique les coefficients entre parenthéses) est le

point / défini par la relation : aAl + bB/ = 0

exemple 1 : le barycentre / de A(1) et B(1) est simplement le milieu du segment [AB].
En effet, si Al + Bl = 0, alors AB = Al + IB = Al + —Bl = Al — — Al = 2Al.

exemple 2 : le barycentre / de A(2) et B(1) est le point du segment [AB] situé 2 fois
plus prés de A que de B. En effet, si 2A/ + Bl = 0, on a par le méme calcul qu'au
dessus AB = 3Al.

propriété
Si M est un point quelconque, alors (a+ b)IM = aAM + bBM

(en effet, aAM + bBM = aAl + alM + bBI + bIM = 0 + alM + bIM)
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IS barycentres

barycentres

remarque : on peut aussi utiliser cette notion avec 3 points ou plus.
Par exemple, le barycentre de A(1), B(1) et C(1) est le centre de gravité du triangle
ABC.

mécanique
si A et B sont des objets ponctuels de masses mg et mg, le barycentre de A(ma) et
B(mg) est simplement le centre de masse du systéme constitué par les deux points.

exemple : deux points A et B sont situés a 20cm I'un de l'autre. La masse de A est
500g, la masse de B est 2kg. Constuire le centre de masse du systeme.
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vecteurs produit scalaire

le produit scalaire

le produit scalaire de deux vecteurs U et Vv est
0.V = ||d]].||V||. cos(, V)
cos étant paire, on a pour tous 4,V : 4.V = V.U :le produit scalaire est commutatif
Le produit scalaire est distributif : (at + bV).w = ai.w + bv.w
annulation du produit scalaire :
U.v = 0 si et seulement si 4 et V sont orthogonaux

calcul du produit scalaire en repére orthonormé :
le produit scalaire de #(a, b, c) et Vv(a',b’,c’) vaut U.v = aa' + bb’' + cc'.
En calculant ainsi 4.4 = ||d||?. cos(0) = ||d]|? = & + b? + ¢?, on en déduit que

la norme de i(a, b, ¢) est ||d]| = Va2 + b2 + ¢?

Pour calculer un produit scalaire on peut donc utiliser la norme de chaque vecteur et
I'angle gqu’ils forment entre eux (méthode géométrique) ou leurs coordonnées
(méthode analytique)
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vecteurs produit scalaire

projection d’'un vecteur

Si U est un vecteur et si V est un vecteur non nul,

la projection de u sur (la direction de) v
est le vecteur g :
de méme direction que V
tel que U — p est orthogonal & v

-

Calculons g : il est colinéaire & v, donc de la forme g = AV.
u.v
[Iv[|?’

U — P est orthogonal & vV donc (U — AV).V = 0. Ainsi 4.V — AV.V = 0, etdonc \ =

On peut aussi géométriqguement exprimer la norme de g comme le c6té adjacent a

, Lo . , . - ~ - . N7

I'angle entre U et v du triangle d’hypoténuse ||u|| : ||p|| = ||U]| cos(U, V) = |L|’7|| Ainsi :
_— ~ N _ LUV, a.v

la projection de u sur (la direction de) v est le vecteur p = TG v et sa norme est T

remarque : si||V|| = 1, la projection de U sur la direction de v est le vecteur (4.v)v
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vecteurs produit scalaire

équations cartésienne d’une droite du plan

équation de la droite D passant par A(xo, o) et de vecteur normal 7i(a, b) :

Soit M(x, y) un point du plan. Il est sur la droite si et seulement si AM est un vecteur
directeur de la droite, donc si et seulement si AM est orthogonal & .

Ainsi, une condition nécessaire est suffisante pour que M(x, y) appartienne a D est
“(o0) ()0

Wel\y—w ) \b)~

On obtient donc I'’équation D : a(x — xo) + b(y — y0) =0

(ou encore ax + by = c avec c la constante axo + byp)

Réciproquement, pour (a, b) # (0,0), ax + by = c est I'’équation de la droite de vecteur
normal (a, b) et passant par exemple par (0, ¢/b) (si b est non nul) ou (c/a,0) (si a est
non nul)

Un vecteur directeur de cette droite est par exemple (—b, a)
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vecteurs produit scalaire

équations cartésienne d'un plan de I'espace

équation du plan P de vecteur normal 7i(a, b, ¢) et passant par A(xo, ¥o, 2) :

M(x,y, z) est dans le plan normal & 7i passant par A si et seulement si AM et 7i sont

X — Xo a
orthogonaux, c'est-a-dire si et seulement si AM.ii = 0, (y — Y ) . (b) =0
Z— 2y (o

On obtient donc I'équation P : a(x — xo) + b(y — yo) + c(z — 20) =0
ou encore ax + by + ¢z = d avec d la constante axo + byy + €2y

Réciproquement, pour (a, b, ¢) # (0,0,0), ax + by + cz = d est I'équation de la droite
de vecteur normal (a, b, c¢) et passant par exemple par (0,d/b,0) (si b est non nul) ou
(d/a,0,0) (si aestnon nul)ou (0,0,d/c) (si c est non nul)
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vecteurs produit scalaire

équations paramétriques d’une droite

On peut aussi décrire une droite (AB) par un systéme d’équations paramétriques :
M(x,y, z) appartient & (AB) si et seulement si AM et AB sont colinéaires, donc si et
seulement si il existe un réel t tel que AM = tAB

En écrivant cette égalité vectorielle coordonnée par coordonnée, cela équivaut a

X = Xa + t(X58 — Xa)
y=ya+i(ys—ya) (t€R)
Z=2za+ t(zs — 2a)

exemple 1 : équations paramétriques de la droite (AB) si A(1,2) et B(—2,3) ?
= . . x=1-3t
AB(—3,1) et donc les équations sont { y=2+t (t€R)
exemple 2 : les points dont les coordonnées vérifient les relations
xX=2+t
y=-1-2t (teR)
(2, —1) et de vecteur directeur (1, —2)

forment une droite passant par le point de coordonnées
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vecteurs produit vectoriel

définition du produit vectoriel

Le produit scalaire est un réel. On définit un autre produit, qui sera un vecteur :
le produit vectoriel de U et V est le vecteur U A vV défini par

@ U A Vv est de direction orthogonale a celles de d et V,
@ lesensde U AV esttel quele (4, v, U A V) soit direct,
o |[d A V|| = |[d]|.I|V]|.| sin(d, V)|

détermination du sens :

un triédre (4, v, w) est dit direct si quand on place (sur la
main droite) le pouce dans le sens de i, I'index dans le
sens V, alors le majeur indique le sens de w.

C’est la regle des trois doigts de la main droite

Critére alternatif : quand on place le majeur de la main droite dans le sens de 4, la
paume de la main tournée dans le méme sens que V, alors le vecteur w a le méme
sens que le pouce (méme schéma mais en faisant tourner: t — Vv — w = d A V — @)
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vecteurs produit vectoriel

propriétés du produit vectoriel

condition d’annulation du produit vectoriel
U AV =0 sietseulement si U et V sont colinéaires

interprétation géométrique du produit vectoriel
[|U A V|| est I'aire du parallélogramme dont les cotés sont construits sur i et vV

anti-commutativité du produit vectoriel

UANV=—VAU
(si on permute u et V, ni la direction ni la norme ne changent, mais le sens est opposé)
distributivité

(al+bV)Aw=alAw-+bVAw
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vecteurs produit vectoriel

calcul analytigue du produit vectoriel

calcul du produit vectoriel a I'aide de coordonnées

pour Gi(a, b, c) et v(a,b',c'), UAV = (bc — b'c)+ (ca — ac’)j+ (ab’ — ba' )k
soit

bc’ —b'c
UANV=|cad —ac
ab’ — ba

en pratique : pour calculer une coordonnée de i A v, on « oublie » les coordonnées
correspondantes dans les vecteurs i et V, et on calcule le produit en croix ou

2 . e
déterminant A
¥y 4

= ad — B~ des coordonnées restantes, en rajoutant un signe -

pour la deuxiéme coordonnée.

1 2 3x7—(-2)x5 31
exemple:sid| 3 |etv| -2 |,onadAvV| —(1x7-2xD5)
5 7 1x(-2)—2x3 -8

Il
w
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vecteurs distance d'un point a un plan, a une droite

distance d’un point a un plan, a une droite

la distance d’un point M au plan P passant par le point A et de vecteur normal 7i est

AM.A
“M”:HWH

En effet : si H est la projection orthogonale de M sur P, la distance d(M, P) cherchée
est la distance MH (plus petite distance entre M et I'un des points du plan).

Par la relation de Chasles AM = AH + HM, et donc AM.7i = AH.7i + HM.7i = HM.7i
(car AH est un vecteur du plan P, donc est orthogonal & 1)

HM et 7i sont colinéaires : le produit scalaire HM.7 vaut +HM]||r|| car l'angle entre les
vecteurs est 0 ou 7 de cosinus £1. En prenant la valeur absolue pour enlever ce signe,
on a bien HM = |AM.7|/||7|].

On montre de maniéere analogue que
la distance d’un point M a la droite D passant par A et de vecteur directeur i est

AM A T
““m:lmﬂj

108/1



vecteurs distance d'un point a un plan, a une droite

résolutions d’un systéme par combinaisons linéaires

x+2y—z = 4
exemple 1 : pour résoudre le systéme ¢ 2x + y +2z = 7 onse ramene a un
4x-3y—z = 4

systéme équivalent mais étagé : une des lignes ne contient qu’une variable, une autre
seulement deux variables, ce qui permet une résolution facile.

Pour cela on choisit un pivot : un coefficient qui va permettre d’enlever I'une des
variables de deux des lignes.

Par exemple, le y de la ligne 2 : on enléve deux fois la ligne 2 a la ligne 1, on ajoute
trois fois la ligne 2 a la ligne 3, et les y disparaissent des lignes 1 et 3 :

—x—-—5z=-10 (L1<—L1—2L2) X+5z=10 (L1<——L1)
2x+y+2z=7 soit¢2x+y+2z=7
10x +5z2=25 (L3 <+ Ls+3Lp) 2x+z=25 (Ls < L3/5)

X+5z2=10
De méme avecle xdelaligne1:¢2x+y+2z=7
—-9z=-15 (L3 < L3 —2L1)

Ainsi finalement z = g = g Puisx =10 -5z = g puisy =-2x—-2z+4+7 = %

1

§7)

La solution unique est donc (x, y,z) = (g,

wlo;
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vecteurs résolutions d'un systéme par combinaisons linéaires

résolutions d’un systéme par combinaisons linéaires

x—-2y+2z = 1
exemple 2 : pour résoudre { 2x+y —2z = —2 on utilise le x de laligne 1 :
x+3y—4z = -3

5y —6z=—-4 (L + L, —2L4). Les deux derniéres lignes sont alors identiques.

X—-2y+2z=1
S5y —6z=-4 (Ly+ Lz —Ly)

Le systéme aura une infinité de solutions, que I'on va décrire en utilisant z comme
paramétre : le systéme équivaut a

y=62/5-4/5 y =62/5—4/5 y=6z/5-4/5

oy, . B _ x=2z/5-3/5
{x =2y —2z+1 d {x =12z/5-8/5—2z+1 donc {
z=2z

z étant un réel quelconque, on reconnait des équations paramétriques de la droite
passant par le point (—3/5, —4/5,0) et de vecteur directeur (2/5,6/5, 1) soit encore
(2,6,5)
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées polaires

les coordonnées polaires

(O, 7,7) repére orthonormé du plan. M de coordonnées cartésiennes (x, y)

coordonnées polaires de M :
r=||OM|| et 6= (7,0M)

r est unique, et 0 défini a 27 pres (sauf si M = O)
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées polaires

passer de coordonnées polaires a coordonnées cartésiennes

relations entre x, y, ret6?

par définition du sinus et du cosinus :

X = rcosf y=rsiné
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées polaires

passer de coordonnées cartésiennes a coordonnées polaires

relations réciproques ?
pour r: x2 + y2 = r?cos? 0 + r’sin 9 = r?, donc r = \/x2 + y2.
y _ rsinf
pour 6 : on sait que = = = ot = = tan @ : 0 et arctan(y/x) ont méme tangente
arctan(y/x) € [-w/2;w/2] : c’est 6 si x > 0, sinon il faut ajouter £

coordonnées polaires en fonction de x et y

6 = arctan(y/x) six>0
r=4/x%+y? 0 = arctan(y/x)+m six<Oety>0

0 = arctan(y/x) —m six<0ety<0

0=m/2 six=0ety>0

0=—m/2 six=0ety<0
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées cylindriques

coordonnées cylindriques

(0,7, 7, l?) repére orthonormé direct de 'espace.
M de coordonnées cartésiennes (x, y, z). P le projeté de M sur (Oz).

TN ’
coordonnées cylindriques de M :
r=I|IPM| . 0=@PM) , =z

r et z sont uniques, et 0 défini a 2 pres (sauf si M est sur I'axe (0z)) 1411



vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées cylindriques

conversion entre coordonnées cylindriques et cartésiennes

Les formules sont identiques aux coordonnées polaires, en rajoutant z = z. Ainsi :

coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées cylindriques :

X =rcosf
y =rsinf
z=2z

et les relations réciproques sont

coordonnées cylindriques en fonction des coordonnées cartésiennes :

6 = arctan(y/x) six>0

r=4/x%+y? 0 = arctan(y/x)+m six<Oety>0 z=2
0 = arctan(y/x) —m six<0ety<0
0=m/2 six=0ety>0

0=—m/2 six=0ety<0
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées sphériques

coordonnées sphériques

(0,7, 7, l?) repére orthonormé direct de 'espace.
M de coordonnées cartésiennes (x, y, z). P projeté de M sur (Oz).

coordonnées sphériques de M :

= — -

r=||OM]| ¢ = (7, PM) = (k, Ol)

0 estentre 0 et m, p entre 0 et 27
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées sphériques

la coordonnée z

relationentre z, ret 0 ?

M sur un grand cercle (méridien) de rayon r

Z = rcosf (ne dépend pas de ¢)
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées sphériques

les coordonnées x et y

relations entre x, y, r, 0 et ¢ ? Si on regarde la sphére d’en haut :

rayon : r'sin 6

M sur un cercle horizontal de centre O et de rayon r sin 6 (un paralléle)

X =17 sinf cosp

Yy =rsinf sinp
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vecteurs systémes de coordonnées : coordonnées sphériques

passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques

epourr:rP=0M>=x2+y?+ 2% doncr=+/x2+y2+ 22

@ pourf:

= cosf et 6 € [0; w] donc 6 = arccos(z/r)

@ pour ¢ : y/x = tanp donc ¢ et arctan(y/x) ont la méme tangente

arctan(y/x) € [-n/2;w/2] : c’est 6 si x > 0, sinon il faut ajouter +m
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