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TD 9 : équations différentielles

T Exercices théoriques :

1. Résoudre les équations différentielles du premier ordresuivantes : (à chaque fois, préciser le type
d’équation : dérivée, équation à variables séparables, homogène, linéaire...)

(a) y′ = 2y, (b) y′ + y = x2, (c) y′ =
y
x
,

(d) y′ = 3
y
x
− x, (e)y′− ycosx = cosx, (f) y′ lnx+ y

x = 0,

(g) y′ = xey, (h) yy′ = x, (i) y′ =
√

1− y2,

(j) (x− y)y′ = x+ y, (k) y′−2xy = 3xex2
, (l) y′ + y√

x = 1√
x ,

2. Résoudre les équations différentielles du second ordre suivantes :
(a) y′′ = ω2y, (b) y′′+ω2y = 1, (c) 2y′′ +3y′−2y = 0, (d)y′′−2y′+10y = 5,
(e) y′′ +2y′ +5y = 5cosx, (f) y′′ +3y′ +2y = e−2x, (g) y′′+2y′ + y = 2,

3. Sia est un réel positif, trouver une primitive dex 7→ 1
x2−a2 .

En déduire la solution générale de l’équation différentielle
y′

y2−a2 = b, oùa > 0 etb ∈ R.

4. Si f et g sont deux fonctions réelles, on définit( f ∗g)(t) =

Z t

0
f (s)g(t− s) ds.

On considère l’équation différentielley′ +ay = f (t), oùa est une constante etf une fonction.
Montrer que sih(t) = e−at , y = f ∗h avec est la solution de l’équation vérifianty(0) = 0.
Calculery si f est la fonction qui vaut 1 sur[0;1] et 0 ailleurs.

P Exercices pratiques :

1. Circuit électrique LR série : Le couranti(t) qui circule dans un circuitLR soumis à une tension
u(t) = U0sinωt vérifie l’équation différentielleL di

dt +Ri = U0sinωt. Détermineri si i(0) = 0.

2. Parachute : Un parachutiste est freiné par la résistance de l’air, proportionnelle au carré de sa
vitesse. On notek = 30 Nm−2s2 ce coefficient de proportionnalité, etm = 80kg la masse du
parachutiste.

(a) Montrer que l’équation différentielle dont la vitessev est solution estv′ = − k
mv2 +g.

(b) Résoudre l’équation du mouvement si la vitesse initialeest dev(0) = 200 km.h−1 (vitesse
"limite" atteint lors de la chute libre).

(c) Quelle est la vitesse limite du mouvement ?

(d) Au bout de combien de temps la vitesse est-elle devenue inférieure à la vitesse de 20 km.h−1 ?

3. Circuit électrique LC : On place en série une bobine d’inductanceL et un condensateur de
capacitéC, soumis à une tensionu(t) = U0sinωt. Le courant électrique dans le circuit vérifie

alors l’équation différentielleL
d2i
dt2 +

i
C

= ωU0cosωt.

Détermineri si i(0) = 0 et
di
dt

(0) = 0.



S1 2005-2006 - Mathématiques IUT Mesures Physiques - Grenoble I

CORRECTION DU TD :

T Exercices théoriques :

1. (a) Eq.linéaire du premier ordre à coefficients constants, sans second membre :y(x) =Ce2x,C ∈R.
(b) Equation linéaire du premier ordre à coefficients constants, avec second membre. La solution
générale de l’équation sans second membre associée estCe−x, C ∈ R.
On cherche une solution particulière de la formeax2+bx+c (on pourrait aussi utiliser la méthode
de variation de la constante) ; alorsa = 1, 2a+b = 0 etb+ c = 0, donca = 1, b = −2, c = 2.
Par conséquent, la solution générale esty(x) = x2−2x+2+Ce−x.
(c) Quatre possibilités...au moins :
- on peut remarquer directement que toute fonctiony(x) = Cx est solution.
- on peut voir cette équation comme une équation linéaire du premier ordre sans second membre,
et utiliser le cours : la solution estCe

R dx
x soitCelnx = Cx.

- on peut résoudre comme une équation à variables séparables: y′/y = 1/x d’où ln|y| = ln |x|+ c
doncy(x) = Cx.
- on peut résoudre comme une équation homogène en posantt = y/x. Alors y = tx et y′ = t ′x+ t.
Et ici, l’équation devient donct ′x = 0, donct ′ = 0, t = y/x est constant...
(d) Equation différentielle du premier ordre avec second membre.
La solution de l’équation sans second membre estCx3, C ∈ R, et on remarque quey = x2 est
solution (directement, ou bien avec une méthode de variation de la constante). Ainsi, la solution
générale estCx3+ x2, C ∈ R.
(e) On résoud l’équation sans second membre :y′/y = cosx, donc ln|y| = sinx+ c, ety = Cesinx.
Pour trouver une solution particulière, on peut essayer la méthode de "variation de la constante" :
y(x) = C(x)esinx, donc en dérivant et en ré-injectant dans l’équation,C′(x) = cosx e−sinx, donc en
primitivant :C(x) = −e−sinx + c. Ainsi, y(x) = 1+ cesinx, c ∈ R.

(f) On reconnaît une dérivée : l’équation équivaut à(y lnx)′ = 0, doncy lnx = c, y =
c

lnx
.

(g) Equation à variables séparables, on reconnait une dérivée directement :y′e−y = x, donc−e−y =
x2/2+ c, et doncy = − ln(−x2/2+ c), c ∈ R.
(h) Une primitive deyy′ esty2/2, doncy2 = x2 + c, les solutions sont lesy = ±

√
x+ c, c réel.

(i) y = 1 ety = −1 sont deux solutions ; sinon, on divise par
√

1− y2 : une primitive de
y′

√

1− y2

est arcsiny, donc arcsiny = x+ c, y = sin(x+ c), c ∈ R.

(j) On commence par transformer eny′ =
x+ y
x− y

=
1+ y/x
1− y/x

, qui est une équation homogène.

On poset = y/x. Alors y′ =
1+ t
1− t

= t ′x + t, d’où t ′x =
1+ t
1− t

−1 =
2t

1− t
, et cette équation est à

variables séparables :
(1− t)t ′

t
=

2
x

. On primitive : lnt − t = x2. Mais on ne peut explicitert, ni y.

(k) Equation linéaire du premier ordre, on résoud d’abord l’équation sans second membre par
y′/y = 2x doncy = Cex2

. Alors par variation de la constante,C′(x) = 3x d’où C(x) = 3x2/2, et
finalementy(x) = (3x2/2+ c)ex2

.
(l) Equation linéaire du premier ordre, on résoud d’abord l’équation sans second membre par
y′/y = −1/

√
x soit y = Ce−2

√
x. Puis par variation de la constante,C′(x) = e2

√
x/
√

x, et donc
C(x)= c+e2

√
x. Doncy(x) = ce−2

√
x+1 (on pouvait remarquer directement que 1 est une fonction

solution ! !)

2. (a) Equation différentielle du second ordre à coefficients constants, sans second membre :y(t) =
ach ωt +bshωt, a,b ∈ R.
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(b) Equation différentielle du second ordre à coefficients constants, sans second membre :y(t) =
acosωt +bsinωt, a,b ∈ R (ou, si l’on préfère,y(t) = Acos(ωt +ϕ), A,ϕ ∈ R)
(c) Equation différentielle du second ordre à coefficients constants, sans second membre : l’équa-
tion du second degré associée est 2X2+3X −2 = 0, de solutions−2 et 1/2, doncy(t) = ae−2t +

bet/2, a,b ∈ R.
(d) Equation différentielle du second ordre à coefficients constants, avec second membre : l’équa-
tion du second degré associée estX2−2X + 10= 0, de solutions 1+ 3 j et 1−3 j. La solution
générale de l’équation sans second membre est donc(acos3t +bsin3t)et. On remarque de plus

que 1/2 est une solution particulière :y(t) =
1
2

+(acos3t +bsin3t)et, a,b ∈ R.

(e) De même, la solution générale de l’équation sans second membre est(acos2x+bsin2x)e−x. Si
on cherche une solution particulière sous la formeαcosx+βsinx, on en trouve une pourβ = 1/2
et α = 1. Don la solution générale est cosx+ 1

2 sinx+(acos2x+bsin2x)e−x, a,b ∈ R.

(f) De même, la solution générale de l’équation sans second membre estae−x +be−2x. En cher-
chant une solution particulière de la formekxe−2x = on trouvek = −1. Donc la solution générale
estae−x +(−x+b)e−2x, a, b ∈ R.
(g) Ici, l’équation associé a une racine double : -1. Donc la solution générale de l’équation sans
second membre est de la formeae−t +bte−t . Une solution particulière étant 2, la solution générale
esty(t) = 2+ae−t +bte−t, a, b ∈ R.

3. On décompose la fraction en éléments simples :
1

x2−a2 =
1
2a

(
1

x−a
− 1

x+a
). Une primitive est

donc
1
2a

(ln |x−a|− ln |x+a|) =
1
2a

ln |x−a
x+a

|.

On peut alors intégrer l’équation différentielle par
1
2a

ln |y−a
y+a

| = bx + constante, d’où
y−a
y+a

=

Ce2abx, ou encorey = a
1+Ce2abx

1−Ce2abx , C étant une constante réelle non nulle.

4. On ay(t) =
Z t

0
f (s)e−ateas ds = e−at

Z t

0
f (s)eas, donc on vérifie en dérivant quey′(t) =−ay(t)+

f (t).
On a alors : pourt négatif,y(t) = 0.

pour 0≤ t ≤ 1, y(t) =
R t

0 e−a(t−s) ds =
e−at −1

a

pourt ≥ 1, y(t) =
R 1

0 e−a(t−s) ds =
1− ea

a
e−at

P Exercices pratiques :

1. L’équation est une équation différentielle linéaire du premier ordre à coefficients constants.

La solution de l’équation sans second membre estKe−
Rt
L .

On peut chercher une solution particulière de la formeAcosωt + Bsinωt. En intégrant dans

l’équation, on obtient le systèmeωBL + RA = 0 et−ωAL + RB = U0, doncB =
RU0

(ωL)2 +R2 et

A =
−LωU0

(ωL)2 +R2 . On peut aussi écrireA = U0cosϕ et B = U0sinϕ avecϕ = arccos(
−Lω

(ωL)2 +R2),

la solution particulière est alorsU0cos(ωt −ϕ).

La solution générale est donci(t) = Ke−
Rt
L +U0cos(ωt −ϕ), K ∈ R, et la solution particulière

pouri(0) = 0 est obtenue avecK = −U0cosϕ.

2. (a) En écrivant la relation l’accélération à la somme des forces, on trouvema = mv′ = −kv2+mg
d’où l’équationv′ = − k

mv2 +g.

(b) Cette équation peut se transformer en
v′

v2− gm
k

= − k
m .
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Si on notea =

√

gm
k

et b = − k
m

, on sait grâce à l’exercice T3 quev(t) = a
1+Ce2abt

1−Ce2abt .

De plus,v(0) = a
1+C
1−C

, doncC =
v(0)−a
v(0)+a

.

(c) Si on fait tendret vers l’infini, ab étant ici négatif, on constate que la vitesse tend vers la valeur

limite a =

√

gm
k

. A.N : la vitesse limite estvl = 5,11 m.s−1 soit 18,4 km/h.

(d) Si on appellevs cette "vitesse de sécurité",vs = 20 km/h= 5,56 m.s−1, on doit résoudre

l’équationv(t) ≤ vs, i.e a
1+Ce2abt

1−Ce2abt ≤ vs. Cette expression se transforme en 1+Ce2abt ≤ vs

vl
(1−

Ce2abt), soit encoreC(1+ vs
vl

)e2abt ≤ vs
vl
−1.

Donc on doit avoir 2abt ≤ ln
vs − vl

vs + vl
− lnC. Commeab = −√

g
√

k/m = −g/vl, on a donc finale-

ment :

t ≥ vl

2g
(ln

vs + vl

vs − vl
− ln

v(0)+ vl

v(0)− vl
)

A.N : t = 0,78s.

3. La solution générale de l’équation sans second membre estAcos(
t√
LC

+ϕ), A, ϕ ∈ R.
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