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TD 9 : équations différentielles

T Exercices théoriques :

1. Résoudre les équations différentielles du premier adneantes : (a chaque fois, préciser le type
d’équation : dérivée, équation a variables séparablespgéne, linéaire...)

@y =2y, (b)Y +y=>2, ©y =2,
(d)yzsl):—x, (€)Y — yCOosX = COSX, (M yInx+Y =0,
@)y =&, )y =x, MY =iy,
() (x—y)Y =x+v, (k)Y —2xy =3¢, Oy +%=%.

2. Résoudre les équations différentielles du second ouivarges :
@y =y, (b)Y’ + Py =1, (€)' +3y —2y=0, d)y’ -2y +10y =5,
(e)y’ +2y + 5y =5co, My +3y +2y=e2, @Y +2y+y=2,

3. Siaest un reel positif, trouver une primitive de- ———.
Xe— &

En déduire la solution générale de I'équation différefsi =bh, oua> 0etheR.
g q ehy e > €

t
4. Sif etgsont deux fonctions réelles, on défifft«g)(t) = / f(s)g(t—s) ds.
0

On considere I'équation différentielfé+ ay = f(t), oua est une constante étune fonction.
Montrer que sh(t) = e @, y = f x h avec est la solution de I'équation vérifiarid) = 0.
Calculery si f est la fonction qui vaut 1 sy®; 1] et O ailleurs.

P Exercices pratiques :
1. Circuit électriqgue LR série :Le couranti(t) qui circule dans un circuitR soumis a une tension
u(t) = Upsinwt vérifie 'équation différentielld_% + Ri = Ugsinwt. Déterminei sii(0) = 0.

2. Parachute : Un parachutiste est freiné par la résistance de I'air, ptapmelle au carré de sa
vitesse. On notd = 30 Nm2s? ce coefficient de proportionnalité, et = 80kg la masse du
parachutiste.

(a) Montrer que I'équation différentielle dont la vitessest solution est’ = —n%vz +0.

(b) Résoudre I'équation du mouvement si la vitesse initistedev(0) = 200 km.h'! (vitesse
“limite" atteint lors de la chute libre).

(c) Quelle est la vitesse limite du mouvement ?

(d) Au bout de combien de temps la vitesse est-elle devermérdnre a la vitesse de 20 kmh?

3. Circuit électrigue LC : On place en série une bobine d'inductaricet un condensateur de
capacitéC, soumis a une tensiomt) = Upsinwt. Le courant électrique dans le circuit vérifie
2. -
i
a2'c
. L di
Détermineri sii(0) =0 eta(O) =0.

alors I'équation différentiell& = wUpcosut.
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CORRECTION DU TD :

T Exercices théoriques :

1. (a) Eq.linéaire du premier ordre a coefficients constaatss second membrg(x) = Ce®, C € R.

(b) Equation linéaire du premier ordre a coefficients cartstaavec second membre. La solution
générale de I'équation sans second membre associ€e €sC € R.

On cherche une solution particuliére de la fora&-+ bx+c (on pourrait aussi utiliser la méthode
de variation de la constante) ; al@s- 1, 2Za+b=0etb+c=0,donca=1,b=-2,c= 2.

Par conséquent, la solution généraleygst = x*> — 2x+ 2 +Ce ™.

(c) Quatre possibilités...au moins :

- on peut remarquer directement que toute foncyiocn = Cx est solution.

- on peut voir cette équation comme une équation linéaireeonier ordre sans second membre,
et utiliser le cours : la solution e€e/ % soitC&"* = Cx.

- on peut résoudre comme une équation a variables séparahlgs= 1/x d’ot In|y| = In|x| +c
doncy(x) = Cx.

- on peut résoudre comme une équation homogene en gosanix. Alorsy =tx ety =t'x+t.

Et ici, '’équation devient dontx = 0, donct’ = 0,t = y/x est constant...

(d) Equation différentielle du premier ordre avec secondire.

La solution de I'équation sans second membreGast C € R, et on remarque qug= x° est
solution (directement, ou bien avec une méthode de vamigiola constante). Ainsi, la solution
générale eEx® + x%, C € R.

(e) On résoud I'équation sans second memlytgy.= cosx, donc Iny| = sinx+c, ety = Ce>™,
Pour trouver une solution particuliere, on peut essayedthate de "variation de la constante” :
y(x) = C(x)e>™, donc en dérivant et en ré-injectant dans I'équai@i(x) = cosxe "™, donc en
primitivant :C(x) = —e~ ™ 4¢c.  Ainsi,y(x) = 1+ ce’™, ce R.

(f) On reconnait une dérivée : I'équation équivayybnx)’ = 0, doncylnx=c,y = %(
(g) Equation a variables séparables, on reconnait uneddédivectementy’e Y = x, donc—e Y =
x?/2+c, et dongy = —In(—x?/2+c¢), c€ R.

(h) Une primitive deyy’ esty?/2, doncy? = x? + ¢, les solutions sont leg= ++/Xx+C, c réel.

y

(i) y= 1 ety = —1 sont deux solutions ; sinon, on divise paf — y2 : une primitive d T
-y

est arcsily, donc arcsily = X+, y = sin(x+c), c € R.

_ X 1 X . . . .

(j) On commence par transformer gn= x+§ = 1+§;x’ qui est une équation homogene.
1+t 1+t 2t : R

On pose = y/x. Alorsy = 1—+t —t'x+t, dolt'x= 1—+t —1=—, et cette équation est &

(1-t)t'

variables separablesf =< On primitive : Int —t = x2. Mais on ne peut explicitet ni y.

(k) Equation linéaire du premier ordre, on résoud d’aboédjliation sans second membre par
Yy /y =2xdoncy = Ce’. Alors par variation de la constant®,(x) = 3x d’oti C(x) = 3x?/2, et
finalementy(x) = (3x2/2+ c)e¥.

() Equation linéaire du premier ordre, on résoud d’aboédjliation sans second membre par
y /y = —1//X soity = Ce~2VX_ Puis par variation de la constan@(x) = e2V*/,/x, et donc
C(x)=c+ VX, Doncy(x) = ce 2v*41 (on pouvait remarquer directement que 1 est une fonction
solution!!)

2. (a) Equation différentielle du second ordre a coeffid@unstants, sans second membyg ). =
achwt +bshwt, a,b € R.



(b) Equation différentielle du second ordre a coefficiemtisstants, sans second membyé) =
acoswt + bsinwt, a,b € R (ou, sil'on préférey(t) = Acoguwt +¢), A, ¢ € R)

(c) Equation différentielle du second ordre a coefficiemisstants, sans second membre : I'équa-
tion du second degré associée ¢t 2 3X —2 = 0, de solutions-2 et /2, doncy(t) = a2 +
be/2 a,be R.

(d) Equation différentielle du second ordre a coefficientsstants, avec second membre : I'équa-
tion du second degré associée X3t 2X + 10= 0, de solutions % 3j et 1— 3j. La solution
générale de I'équation sans second membre est @mus 3 + bsin3)€. On remarque de plus

, o 1 .
que 1/2 est une solution particuliérgy(t) = > +(acos3 +bsin3)€, a,be R.

(e) De méme, la solution générale de I'équation sans secentbne estacos X+ bsin2)e *. Si
on cherche une solution particuliére sous la fomeesx+ sinx, on en trouve une por=1/2
eta = 1. Don la solution générale est cos %sinxjL (acos X+ bsin)e ™, a,b e R.

(f) De méme, la solution générale de I'équation sans secadbre este X+ be 2. En cher-
chant une solution particuliére de la forike 2 = on trouvek = —1. Donc la solution générale
estae ¥+ (—x+b)e %, a, beR.

(9) Ici, I'équation associé a une racine double : -1. Donolat®n générale de I'équation sans
second membre est de la formes 4 bte™t. Une solution particuliére étant 2, la solution générale
esty(t)=2+aet+bte’t,a, beR.

1 1 1 o
3. On décompose la fraction en éléments smp% %a ﬂ — F> Une primitive est

1
donc—(In|x—al —In|x+a —
(nfx—a| ~In|x-+a]) = 5>}
. . : ez . 1 —a y—a
On peut alors intégrer I'eéquation différentielle p?rln |y_| = bx+ constante, d’ouL =
a 'y+a y+a

+Ce?x

1
Ce?@X ou encorg/ = a—————, C étant une constante réelle non nulle.
¥ =& Ceoabx

t
4. On ay / f(s e‘at/ f(s)e™, donc on vérifie en dérivant qy&t) = —ay(t) +
0

On a alors : pout négatif,y(t) = 0.
ed_1

pour 0<t < 1,y(t) = [fe -5 ds= -
e,

pourt > 1,y(t) = [y e a9 ds=

P Exercices pratiques :

1. L'équation est une équation différentielle linéaire demier ordre a coefficients constants.

La solution de I'équation sans second membrekastt .
On peut chercher une solution particuliere de la forAmdswt + Bsinwt. En intégrant dans

I’équation, on obtient le systemaBL + RA = 0 et —wAL + RB = Up, doncB = W2+ R et
—LwU Loo
=————— . 0On peut aussi écrir& = Ugcosp etB = Ugsind avecd = arcco$——-—— ),

la solution particuliére est alotdpcogwt — ¢).

La solution générale est domg) = Ke T +Upcoqwt — ¢), K € R, et la solution particuliere
pouri(0) = 0 est obtenue avd€ = —Up cos).

2. (a) En écrivant la relation I'accélération & la somme desds, on trouvena = mv' = —kv? +mg
d’ou I'équationv’ = — X2+ g.

k
=

4
b) Cette équation peut se transformer =—
(b) q p ﬁﬁq?



, [gm k P . 14 Ce?t
Sion notea= g? etb= o on sait grace a I'exercice T3 quét) = a +

1 Ceabt”
1+C v(0)—a

De plus,v(0) = a——, doncC = :

plus.v(0) 1-C v(0) +a
(c) Si on fait tendre vers l'infini, ab étant ici négatif, on constate que la vitesse tend vers éuval
- m . _ .
limite a = g? A.N : la vitesse limite estj = 5,11 m.s 1 soit 18 4 km/h.
(d) Si on appellevs cette "vitesse de sécuritéls = 20 km/h= 5,56 m.s'%, on doit résoudre

. o1 abt . V.
'équationv(t) <vs, i.e al-i_Cw < vs. Cette expression se transforme en@et < V—S(l—
- |

abt i s\ p2abt s

Ce?™), soit encoreS(1+ )e?™ < i — 1.
. . Vs — V| ,
Donc on doit avoir abt <In VS+V' —InC. Commeab = —,/g\/k/m= —g/v|, on a donc finale-
ment : st
0
tzﬂ%m%+w_MW)+w)
20" Vs—V v(0) —v

AN :t=0,78s.

. L2 L . t
3. La solution générale de I'équation sans second membrecest———+¢), A, § € R.

vLC



