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TD 5 : polynômes et fractions rationnelles

T Exercices théoriques :

1. DéterminerP polynôme réel unitaire de degré 4, dont 1+ j est racine simple et 2 est racine double.

2. DéterminerP de degré 5 dont 1 est racine double et tel que 0 soit racine triple deP−2.

3. Factoriser surC et surR les polynômes :
(a)X4+2X2−3 (b)X4+1 (c) X3−X2+2X−2 (d)X4−5X3+8X2−5X +1

4. Effectuer la division selon les puissances décroissantes de :
(a) 2X4+X3+3X +4 parX2+3X +1 (b)X5+2X3−3X−2 parX3+X +1
(c) X3+2X−5 parX−1 (d) 6X7−7X6+1 par(X−1)2

5. Effectuer la division selon les puissances croissantes de :
(a) 2+X2 par 1−X +3X2 à l’ordre 2 (b) 1−X par 1+X à l’ordren, pourn∈ N∗.
(c) 1 par 1+2X−X2 à l’ordre 3 (d) 5+2X par 1+X à l’ordre 1. En déduire lim

x→0

1
x(

2x+5
x+1 −5).

6. Décomposer en élements simples surR les fractions :

(a)
6

X(X−1)(X +2)
(b)

X2+3
X2−1

(c)
X4−2X
X2+1

(d)
X2−2X−3

X3+2X2−3X

7. Décomposer en élements simples surC les fractions :

(a)
X5

(X−1)2(X2+1)
(b)

3
X3−1

(c)
2(X−2)

(X2+1)2 (d)
1

Xn−1
(n≥ 2)

8. CalculerI =

Z −2

−3

1
x(x+1)

, J =

Z 2

1

1
x(x2 +1)

et K =

Z 1

0

2x
(x+1)(x2+1)

.

9. Résoudre de deux manières différentes l’équation(z+ j)5− (z− j)5 = 0. En déduire tan
π
5

.

10. SiP = (X−a1)
n1(X−a2)

n2 . . .(X−ak)
nk, décomposer en éléments simples

P′

P
.

En déduire que l’équation différentielleP.P′′ = (P′)2 n’a pas de solution polynômiale non nulle.

11. P= (X−a1)(X−a2) . . .(X−an) est à racines simples(n≥ 2). Montrer : 1
P′(a1)

+ . . .+ 1
P′(an)

= 0.

P Exercice pratique :

1. Modélisation - polynôme interpolateur de Lagrange

(a) Lors d’une expérience, la mesure d’une certaine quantitéQ au cours du temps donneQ(0)= 1,
Q(1) = 2, Q(3) = 5, Q(6) = x. Pour quelle valeur dex peut-on modéliserQ par un polynôme
de degré 2 ?

(b) Plus généralement : on se donne une suitet0, t1, . . ., tn den+1 temps (tous différents), etq0,
q1, . . ., qn lesn+1 valeurs correspondantes (dont certaines peuvent être égales).
On pose

Qi(X) = ∏
j=0,1,...,n; j 6=i

X− t j

ti − t j
.

Montrer queQ = ∑n
i=0qiQi est l’unique polynôme de degré inférieur ou égal àn tel que

Q(ti) = qi pour touti.
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CORRECTION DU TD :

T Exercices théoriques :

1. P est à coefficient réels, doncP(1+ j) = P(1+ j) = 0 = 0, donc1+ j = 1− j est racine deP.
On a donc quatre racines deP, qui de plus est unitaire :
P(X) = (X−2)2(X−1− j)(X−1+ j) = (X−2)2(X2−2X +2) = X4−6X3+14X2−16X +8.

2. On aP−2= aX5+bX4+cX3. DoncP(1) = a+b+c+2 etP′(1) = 5a+4b+3c, donc 2a+b= 6
eta+b+c =−2. Ainsi,b=−2a+6 etc= a−8 : on trouve une infinité de polynômes solutions,
de la formeP(X) = aX5+(−2a+6)X4+(a−8)X3+2, a∈ C. Si on impose de plus àP d’être
unitaire, on en déduit queP(X) = X5+4X4−7X3+2.

3. (a) On commence par résoudre l’équationY2 +2Y−3 = 0 : Y = 1 ouY = −3. Par conséquent,
les racines deP sont les solutions deX2 = 1 ouX2 = −3 : 1,−1, j

√
3,− j

√
3.

Le polynômeP vaut donc :(X− j
√

3)(X + j
√

3)(X−1)(X +1) = (X−1)(X +1)(X2+3)

(b) Les racines du polynôme sont les quatre racines quatrièmes de−1, donc lesejπ/4, ej(π/4+2π/4),

ej(π/4+4π/4) et ej(π/4+6π/4). Soit après calcul :P = (X − 1+ i√
2

)(X +
1+ i√

2
)(X − 1− i√

2
)(X +

1− i√
2

). En regroupant par paire les polynômes correspondant à des racines complexes conju-

guées (soit le premier et le troisième, et le second avec le quatrième), on obtient la factorisation
surR : (X2−

√
2X +1)(X2+

√
2X +1).

(c) On cherche les racines "évidentes", et on trouve la racine 1. Alors par division du polynôme
parX−1 donneX3−X2+2X−2 = (X−1)(X2+2) = (X−1)(X +

√
2 j)(X−

√
2 j).

(d) Le polynôme est un polynôme symétrique ; pour trouver sesracines et le factoriser, on com-
mence par factoriserX2 : X2(X2−5X +8−5/X +1/X2) s’écrit X2(6−5(X +1/X)+(X +
1/X)2)). On pose doncY = X +1/X.
Le polynômeY2−5Y + 6 a pour racines 2 et 3, donc les racines du polynôme initial sont

celles deX +1/X = 2 ouX +1/X = 3...soit après calculs : 1 qui est racine double,
3+

√
5

2

et
3−

√
5

2
. La factorisation est donc(X−1)2(X− 3+

√
5

2
)(X− 3−

√
5

2
).

4. (a) On pose la division :

2X4 + X3 + 3X + 4 X2 + 3X + 1
2X4 + 6X3 + 2X2 2X2 − 5X + 13

− 5X3 − 2X2 + 3X + 4
− 5X3 − 15X2 − 5X

13X2 + 8X + 4
13X2 + 39X + 13

− 31X − 9

d’où finalement : 2X4+X3+3X +4 = (X2+3X +1)(2X2−5X +13)−31X−9.

(b) De même on trouveX5+2X3−3X−2 = (X3+X +1)(X2+1)+(−X2−4X−3).

(c) De même on trouveX3+2X−5 = (X−1)(X2+X +3)−2.

(d) De même on trouve 6X7−7X6+1 = (X−1)2(6X5+5X4+4X3+3X2+2X +1).
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5. (a) On pose la division :

2 + X2 1 − X + 3X2

2 − 2X + 6X2 2 + 2X − 3X2

2X − 5X2

2X − 2X2 + 6X3

− 3X2 − 6X3

− 3X2 + 3X3 − 9X4

− 9X3 + 9X4

donc finalement 2+X2 = (1−X +3X2)(2+2X−3X2)+X3(−9+9X).

(b) De même on trouve 1−X = (1+X)(1−2X +2X2−2X3+ . . .+2(−X)n)+2(−X)n+1.

(c) De même on trouve 1= (1+2X−X2)(1−2X +5X2−12X3)+X4(29−12X).

(d) De même on trouve 5+2X = (1+X)(5−3X)+3X2. On en déduit que
5+2X
1+X

= 5−3X +

3
X2

1+X
, donc la limite cherchée est−3.

6. (a) Il n’y a pas de partie entière (car le degré du numérateur 6, 0, est strictement inférieur au degré

du dénominateur, 3), donc on sait que l’on a une décomposition du type
6

X(X−1)(X +2)
=

λ
X

+
µ

X−1
+

ν
X +2

.

Pour déterminerλ, on multiplie tout parX :
6

(X−1)(X +2)
= λ +

µX
X−1

+
νX

X +2
, puis on

prend la valeur en 0 :λ =
6

(−1)(2)
= −3.

De même pourµ en multipliant parX −1 et en prenant la valeur en 1 :µ = 2, et pourν en
multipliant parX +2 et en prenant la valeur en 2 :ν = 1.

(b) Pour trouver la partie entière de la fraction, on écrit ladivision selon les puissances décrois-

santes deX2+3 parX2−1 : X2+3 = 1× (X2−1)+4, donc
X2+3
X2−1

= 1+
4

X2−1
. Comme

X2−1 = (X−1)(X +1), on sait alors que l’on a une décomposition en éléments simples du

type 1+
λ

X−1
+

µ
X +1

.

Avec les mêmes méthodes qu’à l’exercice précédent, on trouve λ = 2 et µ = −2, donc la

décomposition est 1+
2

X−1
− 2

X +1
.

(c) On commence par trouver la partie entière avec la division : X4−2X = (X2 +1)(X2−1)−

2X +1, donc
X4−2X
X2+1

= X2−1+
−2X +1
X2+1

. Et commeX2+1 est irréductible, il s’agit de la

décomposition en éléments simples !

(d) On n’a pas de partie entière (degré 2 au numérateur, 3 au dénominateur). On peut alors fac-
toriserX3 + 2X2−3X : racine évidente 0, puis on factorise le polynôme de degré 2 restant,
X2+2X−3 = (X−3)(X +1).
Ce qui donne, comme déjà vu, 3 coefficients à déterminer : on trouve finalement, en suivant

exactement la méthode vue au premier exercice, la décomposition
1
X
− 1

X−1
+

1
X +3

.

7. (a) Par division deX5 par (X − 1)2(X2 + 1) on trouve une partie entière (le quotient) égale à
X +2, et un reste 2X3−2X2+3X−2.

Donc la décomposition réelle sera de la forme
X5

(X−1)2(X2+1)
= X+2+

a
(X−1)2 +

b
X−1

+

cX+d
X2+1

aveca, b, c et d réels.
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Pour trouvera on multiplie par(X−1)2 et on prend la valeur en 1 :a = 1/2.
Pour trouverc etd, on multiplie parX2+1 et on prend la valeur enj : alorsc j +d = j5/( j −
1)2, doncc j +d = j/( j2−2 j +1) = −1/2, et doncc = 0,d = −1/2.
Il ne reste plus qued à trouver, par exemple en prenant la valeur en 0 : 0= 2+a−b+d, donc
b = 2+a+d = 2.

Ainsi, la décomposition surR estX +2+
1/2

(X−1)2 +
2

X−1
− 1/2

X2+1
Pour avoir la décomposition surC, on ne repart pas à 0 ! Il suffit de décomposer les élements

simples de seconde espèce, ici− 1/2
X2+1

=
1
4
(

j
X− j

− j
X + j

), d’où la décomposition de la

fraction initiale.

(b) Les racines du dénominateur sont les racines cubiques de1, soit 1,e
2 jπ
3 et e

4 jπ
3 (cf.cours sur

les complexes...) Si on noteα = e
2 jπ
3 , ce sont donc 1,α et α2. On constate que

1
α

= α2.

Comme on peut écrireX3−1 = (X −1)(X2 + X + 1), α, qui n’est pas racine deX −1, est
racine deX2+X +1. Ainsi, 1+α+α2 = 0, ce qui servira plus loin.

Alors la décomposition est de la forme
a

X−1
+

b
X−α

+
c

X−α2 . On trouve, toujours par la

même technique,a =
3

(1−α)(1−α2)
=

3
1−α−α2 +1

=
3
3

= 1.

De même,b =
3

(α−1)(α−α2)
=

3
α2−1−α+α2 =

3
3α2 = α. Et de même,c = α2.

Ainsi on a bien prouvé que la décomposition en éléments simples cherchée est, surC,
1

X−1
+

α
X−α

+
α2

X−α2 .

Pour trouver la décomposition surR, on va regrouper les deux dernières fractions :
1

X−1
+

α2(X−α)+α(X−α2)

(X−α)(X−α2)
=

1
X−1

+
(α2+α)X−2α3

X2− (α+α2)X +α3 =
1

X−1
+

−X−2
X2+X +1

.

(c) L’expression est un élement simple, surR ! Il n’y a donc rien à faire.

SurC : j et− j sont les deux racines doubles, donc on trouve pour décomposition
1− j/2
(X− j)2 +

j
X− j

+
1+ j/2
(X + j)2 −

j
X + j

surC.

(d) On commence par décomposer le dénominateur : ses racines(simples) complexes sont les
ωk = exp(2k jπ/n), pourk = 0, . . . ,n−1.

Alors (cf.exercice T11) le coefficient de
1

X−ωk
vaut

1
(Xn−1)′(ωk)

=
1

nω−1
k

=
1
n

ωk, ce qui

donne la décomposition complexe.

8. On décompose
1

x(x+1)
=

1
x
− 1

x+1
, donc l’intégraleI vaut[ln |x|− ln |x+1|]−2

−3 = 2ln2− ln3.

PourJ :
1

x(x2 +1)
=

1
x
− x

x2 +1
, doncJ = [ln |x|− 1

2 ln(x2 +1)]21 = ln2− 1
2 ln5+ 1

2 ln2 = 1
2 ln 8

5

PourK :
2x

(x+1)(x2+1)
=

−1
x+1

+
x+1
x2 +1

, K = [− ln |x+1|+ 1
2 ln(x2 +1)+arctanx]10 = π

4 − ln2
2 .

9.
z+ j
z− j

est une racine cinquième de l’unité, donc est de la forme exp(2 jkπ/5) aveck = 0,1,2,3,4.

Donc z+ j = exp(2 jkπ/5)(z− j), d’où (1− exp(2 jkπ/5))z = j(−1− exp(2 jkπ/5)) : on a 5

solutions, leszk =
−1−exp(2 jkπ/5)

1−exp(2 jkπ/5)
j pourk = 1,2,3,4,5.
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En factorisant exp( jkπ/5) au numérateur et au dénominateur, on obtient donc

zk =
−exp(− jkπ/5)−exp( jkπ/5)

exp(− jkπ/5)−exp( jkπ/5)
j =

−2cos(kπ/5)

−2 j sin(kπ/5)
j =

1
tan(kπ/5)

.

Maintenant, si on développe par la formule du binôme(z+ j)5− (z− j)5, on trouve le polynôme

10z4−20z2+2, dont les racines sont

√

5+2
√

5
5

,

√

5−2
√

5
5

,−
√

5+2
√

5
5

,−
√

5−2
√

5
5

.

Et
1

tan(π/5)
est donc la plus grande des solutions positives :

√

5+2
√

5
5

: après simplification,

tan(π/5) =

√

5

5+2
√

5
=

√

5−2
√

5

.

10. On sait que la décomposition deP′/P est de la forme∑i
λi

X−ai
(en effet, les pôles sont lesai et il

n’y a pas de terme polynômial car degP′ = degP−1.
Pour chaquei, on peut écrireP(X) = (X−ai)

ni Q(X), doncP′(X) = ni(X−ai)
ni−1Q(X)+(X−

ai)
ni Q′(X), et ainsi(X−ai)P′(X)/P(X) est une fraction qui prend, enai la valeurλi d’une part,

et d’autre part la valeurni : ainsi,λi = ni .

Donc
P′

P
= ∑i

ni

X−ai
.

Mais alors, siP est solution de l’équation,P non nul, on a
P′′

P′ =
P′

P
, ce qui voudrait dire queP et

P′, en appliquant ce qui précède, ont les mêmes racines avec mêmes ordres de multiplicité : c’est
absurde...

11. Avec un raisonnement analogue à ce qui précéde, on trouveque
1
P

= ∑i
1

P′(ai)(X−ai)
. Si on

multiplie tout parX, puis que l’on calcule la limite quandX tend vers+∞ de l’expression, on
trouve la relation cherchée.

P Exercices pratiques :

1. (a) Pour définir un polynôme de degré 2, on a besoin de trois coefficients. On peut donc supposer
que si l’on impose 4 conditions (les valeurs en quatre points), il ne sera en général pas possible de
modéliser ainsi.
Dans ce cas, on chercheQ(X) = aX2 + bX + c. Les trois premières conditions donnentc = 1,
a+ b+ c = 2 et 9a+ 3b+ c = 5, doncc = 1, a+ b = 1 et 9a+ 3b = 4. D’où a = 1/6, b = 5/6
et c = 1. Ainsi, il faut quex soit égal à(1/6)×36+5/6×6+1 = 12 pour qu’un polynôme de
degré 2 modélise l’expérience.
(b) On calculeQi(ti) = 1 etQi(tk) = 0 sik 6= i.
Il suffit de calculerQ(ti) pour constater queQ, qui est bien de degré au plusn car lesQi le sont
tous, est une solution.
Si deux polynômesQ et Rvérifient les conditions enti, Q−R est un polynôme de degré inférieur
ou égal àn nul en chaqueti : il a doncn+1 racines, et c’est le polynôme nul. Ainsi,Q = R.
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