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TD 5 : polyndmes et fractions rationnelles

T Exercices théoriques :

1. DétermineP polyndme réel unitaire de degré 4, dont ] est racine simple et 2 est racine double.
2. DéterminelP de degré 5 dont 1 est racine double et tel que 0 soit racirle tgP — 2.
3. Factoriser su€ et surR les polynémes :
(@) X*+2X%2 -3 (b)X*+1 (C)X3—X242X -2 (d) X4 —5X34+8X%2 —5X +1
4. Effectuer la division selon les puissances décroissatdge

(@) X4+ X3+ 3X +4 parX?+3X +1 (b)X°+2X3—3X —2 parX3+X +1
(c) X34+ 2X —5 parX —1 (d) 6X7 —7X8+1 par(X —1)?
5. Effectuer la division selon les puissances croissarges d
(@) 2+ X? par 1- X +3X? a l'ordre 2 (b) 1- X par 1+ X a l'ordren, pourn € N*.
(c) 1 par 14+2X —X?alordre 3 (d) 5+2X par 1+ X al'ordre 1. En déduire Iiorﬁ(zxﬁf —5).
X—
6. Décomposer en élements simplesRues fractions :
6 X243 X4 —2X X2-2X -3
a b C) 55— d
( )X(X—l)(X—I—Z) ( )x2—1 ©) X2+1 ( )X3+2x2—3x
7. Décomposer en élements simples@ues fractions :
X5 3 2(X—2) 1
a b) —— C) —5—5 d n>2
()(x—l)z(x2+1) b3 ()(x2+1)2 @7 (=2

8. Calculer —/2# J—/Z; etK—/lL
' oz x(x+1) T J1 x(X2+1) Jo (XD (41

9. Résoudre de deux maniéres différentes I'équatianj)® — (z— j)° = 0. En déduire tag.

/
10. SiP=(X—a1)m(X —ap)™...(X —ax)", décomposer en éléments simp%s
En déduire que I'équation différentielRP” = (P')? n’a pas de solution polynémiale non nulle.

11.P= (X —a1)(X —ap)...(X —ap) est & racines simplés > 2). Montrer :% 4ot ﬁ =0.

P Exercice pratique :
1. Modélisation - polynéme interpolateur de Lagrange

(a) Lors d'une expérience, lamesure d’une certaine qégaiu cours du temps don@E0) =1,
Q(1) =2,Q(3) =5,Q(6) = x. Pour quelle valeur de peut-on modélise® par un polynéme
de degré 2?

(b) Plus généralement : on se donne une syijtg, ..., t, den+ 1 temps (tous différents), ep,
Ji, ---, On lesn+ 1 valeurs correspondantes (dont certaines peuvent étiesgga
On pose

X —t;

{j —'[j '

Qi(X) =

j:0717'“7n;j#i

Montrer queQ = 31 ,qQi est l'unique polynéme de degré inférieur ou égat &l que
Q(t) = g; pour touti.
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CORRECTION DU TD :

T Exercices théoriques :

1. P est a coefficient réels, doff1+ j) =P(1+j)=0=0,doncl+ j = 1— j est racine d&.
On a donc quatre racines &equi de plus est unitaire :
P(X)=(X—=2)2(X—=1—[)(X=1+]) = (X =2)%(X2 = 2X +2) = X* —6X3 4 14X? — 16X +8.
2. OnaP—2=aX>+bX*4cX3. DoncP(1) =a+b+c+2etP’ (1) =5a+4b+3c, donc 2+ b=6
eta+b+c=—-2. Ainsi,b= —2a+6 etc=a—8: on trouve une infinité de polyndmes solutions,
de la formeP(X) = aX®+ (—2a+6)X* 4 (a—8)X3+2,a € C. Si on impose de plus B d'étre
unitaire, on en déduit que(X) = X3 44X* - 7X3 + 2.
3. (@) On commence par résoudre I'équatién-2Y —3=0:Y =1 ouY = —3. Par conséquent,
les racines d@ sont les solutions d&? =1 ouX?=—-3:1,—1,jv3,—jV3.
Le polyndmeP vaut donc (X — jv/3)(X + jv/3)(X —1)(X+1) = (X = 1)(X 4+ 1)(X?+3)
(b) Les racines du polynéme sont les quatre racines quasiéie-1, donc lesl™4, el (V4+2m/4)
- : : . 1+i 1+4i 1—i
el (W4+417/4) ot @ (V4+61/4) " St gprés calcul P = (X — —=)(X + X — X +
P ( 7 ) 7 ) 7 )

—2). En regroupant par paire les polyndbmes correspondant adiees complexes conju-

guées (soit le premier et le troisiéme, et le second avedgigme), on obtient la factorisation
SUrR : (X2 —v2X 4+ 1)(X2+v/2X +1).

(c) On cherche les racines "évidentes", et on trouve la eatirAlors par division du polynéme
parX —1 donneX3 —X24+2X —2 = (X —1)(X2+2) = (X — 1) (X +V2j) (X —V2j).

(d) Le polyndme est un polyndme symétrique ; pour trouveraeises et le factoriser, on com-
mence par factorisex? : X2(X2 —5X 4+8—5/X +1/X?) s’écrit X2(6 — 5(X +1/X) + (X +
1/X)?)). On pose don¥ = X +1/X.

Le polyndmeY? —5Y + 6 a pour racines 2 et 3, donc les racines du polynéme initial so

: . : , 3+v5
celles deX +1/X =2 ouX + 1/X = 3...soit apres calculs : 1 qui est racine dOUb"’é_z—\/_
3—-v5 I 3++v5 3—v5
et 2\/_. La factorisation est dongX — 1)%(X — +2\/_)(X - 2\/_).
4. (a) On pose la division :
2x4 4+ X3 + 33X 4+ 4| X2 4 X 4+ 1
2X* + 6x® + 2X? 2X? — BX + 13
— BX® — 2X¢ 4+ 3X + 4
— 5X3 — 15X2 — 5X

13X + 8X + 4
13X2 + 39X + 13
— 31X — 9

d’ou finalement : X* 4+ X34+ 3X +4 = (X243X +1)(2X? - 5X +13) — 31X — 9.
(b) De méme on trouvi® +2X3 —3X — 2= (X34 X 4+ 1)(X2+1) + (—X2—4X — 3).
(c) De méme on trouv¥3 42X —5= (X —1)(X?>+X +3) — 2.
(d) De méme on trouveXs’ — 7X8 4+ 1= (X — 1)%(6X> +5X* 4-4X3 4 3X2 + 2X 4 1).



5. (a) On pose la division :

2 + X2 1 — X 4+ 3X?
2 — 2X + 6X? 2 + 2X — 3X?
2X — BXZ
2X — 2X?%2 + 6Xx3
— 3XZ — 6X3
— 3X2 4+ 3X3 — ox4
— 9OX3 4+ o9ox*

donc finalement 2- X2 = (1 — X 4 3X?)(2+ 2X — 3X?) + X3(—9+ 9X).
(b) De méme on trouve 2 X = (14 X)(1—2X+2X2 = 2X3+ ... +2(=X)") +2(—X)™1,
(c) De méme on trouve £ (1+2X — X?)(1— 2X +5X? — 12X3) 4 X4(29— 12X).

, 542X
(d) De méme on trouve 52X = (1+ X)(5— 3X) +3X2. On en déduit quelJ;—X =5-3X+
2

X
3
1+X
6. (a) Il n'y a pas de partie entiere (car le degré du numérétel est strictement inférieur au degré

, donc la limite cherchée est3.

du dénominateur, 3), donc on sait que I'on a une décompnsdtjotypex =

(X—=1)(X+2)
TR B
X X=-1 X+2
L , o 6 X vX .
Pour déterminel, on multiplie tout parX : X—DX+2) =N+ % + X172 puis on

prend la valeur en OX = 6 =—

(=1)(2)
De méme poup en multipliant parX — 1 et en prenant la valeur en Ju= 2, et pourv en
multipliant parX + 2 et en prenant la valeur en 2 = 1.

(b) Pour trouver la partie entiére de la fraction, on écriilasion selon les puissances décrois-

X243 4
santes d&X?+3 parX?—1:X?4+3=1x (X2-1) +4, doncxzijL1 =1+ 55— Comme
X? -1 =(X—1)(X+1), on sait alors que I'on a une décomposition en éléments sl
A H
I+ —+—.
pe S 1T X1

Avec les mémes méthodes qu’a I'exercice précédent, ondrduv 2 ety = —2, donc la
décompositionestt — — ——

X—1 X+1
(c) On commence par trouver la partie entiére avec la divisi* — 2X = (X2 4 1)(X?—1) —
2X+1 doncX4 —X X2 -1+ —2X+l Et commeX? + 1 est irréductible, il s’agit de la
OO~ X211 head

décomposition en éléments simples!

(d) On n’a pas de partie entiere (degré 2 au numérateur, 3raandgateur). On peut alors fac-
toriser X34 2X2 — 3X : racine évidente 0, puis on factorise le polynéme de degestant,
X2 42X -3=(X-3)(X+1).
Ce qui donne, comme déja vu, 3 coefficients a déterminer :aquvérfinalement, en suivant
1 1 1
exactement la méthode vue au premier exercice, la décotigmosi — —— + ——.
P R X-1"X+3
7. (a) Par division d&X® par (X — 1)2(X?+ 1) on trouve une partie entiére (le quotient) égale a
X 42, et un reste 83 — 2X2+3X — 2.
X5 a b
=X+2+ 5+ +

Donc la décomposition réelle sera de la formae
P X-12xe 1) X—12 X_1

cX—+d
X241

aveca, b, cetd réels.



Pour trouveia on multiplie par(X — 1)? et on prend la valeur en la=1/2.

Pour trouvec etd, on multiplie parX?+ 1 et on prend la valeur ej: alorscj+d = j°/(j —
1)?, donccj+d=j/(j?—2j+1) = —-1/2, etdonc = 0,d = —1/2.

Il ne reste plus qud a trouver, par exemple en prenant la valeur en &:2+a—b+d, donc
b=2+a+d=2.

o . " 1/2 2 1/2
Ainsi, la décomposition suR estX + 2+ / /

X—12 " X-1 X241

Pour avoir la décomposition s@; on ne repart pas a 0! Il suffit de décomposer les élements

1/2 L ), d’ou la décomposition de la

1A% X

simples de seconde espéce, +cx2

fraction initiale.
(b) Les racines du dénominateur sont les racines cubiquésstat 1,e etes (cf.cours sur
. 2jn 1
les complexes...) Si on note= e, ce sont donc Iq eta?. On constate qu%(L =02

Comme on peut écrir¥® —1 = (X — 1)(X2+ X + 1), a, qui n’est pas racine d& — 1, est
racine deX? 4+ X + 1. Ainsi, 1+ o +a? = 0, ce qui servira plus loin.

. . b C _
Alors la décomposition est de la forr@?_—l + - + T On trouve, toujours par la
méme techniqueg = 3 = _3_ 1
B 1-a)(1-a®) 1-a-a2+1 3
3 3 3

De mémeb = = a. Et de mémec = o2

(@—(a—02) o2—1—-a+a2 3a2

1
Ainsi on a bien prouvé que la décomposition en éléments sisghierchée est, s@r —+

X-1
o a?
X—a X-a?
. N .1
Pour trouver la décomposition sRr, on va regrouper les deux dernieres fractlo%:—1 +
a?(X—a)+a(X—a?) 1 (®+a)X—203 1 N —X -2
(X—a)(X—02)  X-1 XZ—(a+o?)X+ad3 X-1 X24X+1’

(c) L'expression est un élement simple, 8Urll n’y a donc rien a faire.
. . : L —j/2
SurC : j et—j sont les deux racines doubles, donc on trouve pour deconmow +
i1+
- (X402 X+]
(d) On commence par décomposer le dénominateur : ses rgsingdes) complexes sont les
wx = exp2kjm/n), pourk=0,...,n—1.

surC.

1 1 1 1
Alors (cf.exercice T11) le coefficient dﬁ— vaut = = —Wy, Ce qui
( ) — UX (X"—1)(x)  nayt n® €4
donne la décomposition complexe.
1 1 1
. On décompose—— = — donc l'intégrald vaut[In|x| — In|x+1|]"2 = 2In2—In3.
oSS T =X KT g | ~Injx+1)3
1 1 X
PourJ: ——=>-——"_ doncd=[In|x| - 3Inc@+1)12=In2—LIn5+LIn2=1In8
X0+1)  x @+l [In|x| = 3In(x*+ 1)) 2INo+35 5INg
2X -1 X+1
PourK : = ik = [~ In|x+ 1|+ 1IN +1) +arctarkj = T 112,

(X+1)(x2+1) x+1 x2+1

. F est une racine cinquiéme de I'unité, donc est de la forméXkm/5) aveck = 0,1,2,3, 4.

Donc z+ j = exp(2jkm/5)(z— j), d'ou (1 —exp(2jkm/5))z= j(—1 —exp(2jkm/5)) : on a 5
—1—exp(2jkm/5) .
1 exp2jk1/5) j pourk=1,234,5.

solutions, leg =



En factorisant exgkm/5) au numérateur et au dénominateur, on obtient donc

_ —exp(—jkm/5) —exp(jkm/5) . —2cogkm/5) . 1
= Texp(— JKT/5) —exp(jk1/5) | —2jsin(ki/5))  tan(kmy/5)°

Maintenant, si on développe par la formule du bindme j)° — (z— j)°, on trouve le polynéme
5+2V/5 \/5—2¢§ \/5+2\/§ \/5—2¢§
5 5 7 5 7 5

102* — 2022 + 2, dont les racines sovv/

: . /5+2V/5 N
est donc la plus grande des solutions positi ST . aprés simplification,

tal‘(n/5):1/5+52\/§:\/5—2\/§

Ai

X—a

1
=t )

10. On sait que la décomposition B& P est de la form&; (en effet, les pbles sont les et il

n'y a pas de terme polyndmial car deg= degP — 1.

Pour chaque, on peut écrireP(X) = (X — &)"Q(X), doncP’(X) = nj(X — &))"~ 1Q(X) + (X —
a)"Q (X), et ainsi(X — & )P/ (X)/P(X) est une fraction qui prend, en la valeurA; d’'une part,
et d’autre part la valeur; : ainsi,A; = n;.

Doncil =3 il

P “'X—g'

// /

Mais alors, sP est solution de I'équatior? non nul, on ag =5 ce qui voudrait dire quP et
P’, en appliquant ce qui précede, ont les mémes racines aveesra@ares de multiplicité : c’est
absurde...

11. Avec un raisonnement analogue a ce qui précéde, on tnpm/l =3 ! Si on
B | o P lP@)x-a)
multiplie tout parX, puis que I'on calcule la limite quand tend versto de I'expression, on
trouve la relation cherchée.

P Exercices pratiques :

1. (a) Pour définir un polyndme de degré 2, on a besoin de toeifficients. On peut donc supposer
gue sil'on impose 4 conditions (les valeurs en quatre ppiitse sera en général pas possible de
modéliser ainsi.

Dans ce cas, on chercl@X) = aX?+bX 4+ c. Les trois premiéres conditions donnent 1,
a+b+c=2etA+3b+c=5doncc=1,a+b=1etB+3b=4.Doua=1/6,b=5/6
etc= 1. Ainsi, il faut quex soit égal &1/6) x 36+5/6 x 6+ 1 = 12 pour qu'un polynébme de
degré 2 modélise I'expérience.

(b) On calculeQ;(t) = 1 etQi(tx) =0 sik #1i.

Il suffit de calculerQ(tj) pour constater qu®, qui est bien de degré au plasar lesQ; le sont
tous, est une solution.

Si deux polyndme® et R vérifient les conditions ef), Q — R est un polyndme de degré inférieur
ou égal an nul en chaqug : il a doncn+ 1 racines, et c’est le polyndme nul. AinQ,= R.



