mathématiques - SD1

TD 5 : Equations différentielles :

corri gé département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

exercices théoriques

1. variables séparables

(@) v = ze?,

®) yy' =z,

© v =Y
(d) v = b(y* — a?).

corrigé succinct : On peut écrire chacune de ces équations sous la forme 3’ f (y) = g(x) pour f
et g deux fonctions. En considérant des primitives F' et G de f et g, 1’équation se ramene alors a
résoudre F'(y) = G(x) + ¢, qui n’est plus une équation différentielle mais une "simple" équation
numérique.

(a) L’équation y' = eV est équivalente 2 y'e™¥ = z, donc a —e~¥ = 2?/2 + ¢, soit encore

y(z) = —In(=2%/2 — ¢), c € R. |Pour que les solutions soient définies, il faut donc que

¢ soit strictement négatif, et la solution est alors définie sur [—/—2c¢, v/—2c].

(b) yy' = x devient y*>/2 = 2*/2 + cdonc y* = 2 + 2cd’ou| y(z) = V22 +2¢c,c€R.

(¢) Léquation s’écrity’/\ /g = 1d’ou 2,/g =z +cdou| y=(z+c)’/4,cER.

!
(d) L équation équivaut a ﬁ =b.
1 1 1

est —( — ).

y2 —a? 2a ' y—a y-+a
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Une primitive de Y estln |y—al, une primitive de Y
y—a y+a

La décomposition en éléments simples de

estIn |y+al, donc une primitive

/
1 _
de%est—hﬂy a|.
y? —a 2a y+a
Ainsi, on obtient 1’équation y;_a = Ce®** ¢ e R, soit finalement
y+a
1+Ce2abz

y(l’) = al — (Cle2abz’

2. linéaires du premier ordre sans second membre

(@) y' =3y, © ¢y —xy=0, (e) ¥ = 2y,
Y
(b) y' = 25, ) v+ % =0, (f) v = cos(x)y.

corrigé succinct :

Toutes ces équations sont des équations a variables séparables de la forme 3’ /y = a(x). Si A est
une primitive de a, elles se raménent donc toutes 2 In |y| = A(x) + ¢ donc 2 y(z) = CeA®),

(a) Ontrouve| y = Ce3*,C €R.

() y'/y = 2/x, soit en prenant les primitives In|y| = 2In|z| + ¢ = In(z?) + ¢ donc

y(z| = ™) Ainsi, y = +ez?, donc y est de la forme| y(z) = Cz?, C € R.

© ¥'/y==zInly| =2%/2+c| y(x) = Ce /2.

) o' /y=—1/vz doulny| = —2/x 4 cetdonc| y(x)=Ce 2VZ C eR.

(e) ¥'/y = 2x,d’otIn|y| = 2* + cetdonc| y(z)= Ce®,C eR.

() y'/y = cos(z), d’ott In |y| = sin(x) 4+ cetdonc| y(z)= Ces"® C eR.

3. linéaire du premier ordre avec second membre « simple »
@y +y= e,

ey —y=e",
Oy -y=u

(@ vy =ay +b,
(b) v + 2y = sin(z),
©) vy +y = cos(2x),

corrigé succinct : Il suffit de trouver yssas solution générale de 1’équation sans second membre
(voir exercice précédent),

puis y, une solution particuliere ressemblant au second membre

(constante si le second membre est constant, de la forme a cos +b sin si le second membre est en
cosinus ou sinus, exponentiel si le second membre est exponentiel, polynomial si le second
membre est un polyndme),

puis de rajouter les deux.

(a) ¥y’ = ay a pour solutions yssy = C exp(az). On cherche une solution constante y,,, alors
y, = 0donc 0 = ay, + b donc y, = —b/a. Donc finalement les y = ygsa + yp soit

y(z) = Cexp(ax) —b/a,C € R.




(b)

(©)

Yy’ + 2y = 0 a pour solutions yssar = C exp(—2z).

Le second membre est une fonction trigonométrique de pulsation 1, donc on cherche une
solution constante y, = a cos(x) + bsin(x).

Alors y,, + 2y, = (—asin(z) + beos(z)) + 2(acos(z) + bsin(z)) = (b + 2a) cos(z) +
(—a + 2b) sin(z), donc par identification avec le second membre sin(x) de I’équation de
départ,

b+ 2a = 0 (égalité des coefficients devant les cosinus)

et —a + 2b = 1 (égalité des coefficients devant les sinus)

donc 56 = 2eta =2b —1,

soit encore b = 2/5 et a = —1/5. Donc y,(z) = —é cos(z) + g sin(z).

Finalement,| y(x) = Cexp(—2z) — écos(m) + % sin(x),C € R.

y' +y = 0 a pour solutions yssym = Cexp(—z).

Le second membre est une fonction trigonométrique de pulsation 2, donc on cherche une
solution particuliere y, = a cos(2x) + bsin(2x).

Alors y;, + yp = (—2asin(z) + 2bcos(z)) + (acos(z) + bsin(z)) = (2b + a) cos(x) +
(—2a + b) sin(x), donc par identification avec le second membre cos(2z) de ’équation de
départ,

2b + a = 1 (identification des coefficients devant les cosinus)

et —2a + b = 0 (coefficients devant les sinus)

donc 5a = 1et b = 2a, soitencore a = 1/5etb = 2/5.

Donc yp(x) = % cos(2x) + % sin(2z).

Finalement,| y(z) = Cexp(—z)+ 1 cos(2z) + % sin(2z),C € R.

5

Si on a besoin d’écrire la solution particuliere sous forme d’un seul cosinus (régime perma-
nent, en électricité...) on peut alors 1’écrire

lcos x gsin r) = Lcos T lsin x
5 cos(20) + £ sin(2z) = (2 cos(2r) + — sin(22))

puis en posant ¢ = arctan(2) :

% cos(2x) + % sin(2x) = ‘(sg(cos @ cos(2x) + sin(p) sin(2x))
soit enfin %cos(2x) + g sin(2z) = V5

5

cos(2x — arctan(2))

Le méme résultat peut étre obtenu avec les représentations complexes (on remplace le cosi-
nus par une exponentielle imaginaire), soit en cherchant y,, sous la forme Ae’?e**”, donc en
dérivant puis reportant dans 1’équation :

2iAe™P e 4 Ae'?e?™ = %' soit (2i + 1) Ae’® = 1 donc Ae™? =
le module,

A = 1/+/5 et en prenant I’argument, ¢ = — arctan(2),

- donc en prenant
1+ 2

on retrouve bien y, = %ei(“’ama“(z)), c’est bien la représentation complexe de la fonc-
tion trouvée plus haut.

(d)

(e

()

vy’ + vy = 0 a pour solutions yssar = Cexp(—z).

Le second membre est une exponentielle, on cherche donc une solution particuliere de la
forme y, = ae>”.

Alors y, + yp = (3a + a)e®® = 4ae®®, donc en identifiant avec le second membre de

I’équation de départ, 4a = 1 donc a = 1/4.

Finalement| y(z) = Cexp(—x) + exp(3z)/4,C € R.

y' —y = 0 a pour solutions yssar = Cexp(x).

Ici on peut commencer par chercher une solution y, = ae” ; mais alors y;, — y;, vaut 0, et
ne vaudrait jamais e®, c’est impossible de trouver une telle solution particuliere (puisque le
coefficient devant y est I’opposé du parametre de I’exponentielle...c’était prévisible)

On cherche donc finalement une solution particuli¢re de la forme y, = axze” (on rajoute un
facteur = devant 1’exponentielle, cf le cours).

Alors on calcule y;, — yp = ae”, donc en identifiant avec le second membre de I’équation de
départ, a = 1.

Finalement| y(z) = Cexp(z)+ zexp(z),C € R.

y' — y = 0 a pour solutions yssar = Cexp(x).

Comme le second membre est un polynéme, on cherche pour solution un polynome de méme
degré, donc un polyndme de la forme y, (z) = az + b.

Alors y, — yp = a — (ax + b) = —az + a — b, donc en identifiant avec le second membre
z, —a = 1 (égalité des coefficients devant x) et a — b = 0 (égalité des constantes) donc
a=b=—1lety,(z)=—x— 1L

Finalement| y(z)=Cexp(z)—z—1,C €R.

4. * méthode de variation de la constante

@ y =221,
s

b)) ¥y —zy=u, () vy —2xy= 3ze%’.

corrigé succinct : Le cours fournit une méthode systématique de résolution, qui se ramene a deux

calculs de primitive.

L’un lors de la résolution de 1’équation sans second membre associée pour en trouver la solution
générale yssn, I’autre dans 1'utilisation de la méthode de variation de la constante pour trouver

(a)

une solution particuliere y,, de 1’équation.
La solution cherchée est alors yssar + Yp-

On résoud d’abord 1’équation sans second membre associée y' = 2% : elle entraine que
y'/y = 2/z, soit en prenant les primitives In|y| = 2In|z| + ¢ = In(z?) + ¢, donc
ly| = ™) Ainsi, y = £e“z?, donc y est de la forme y(z) = Cz?, C € R.

Pour résoudre 1’équation initiale, on sait qu’il suffit d’additionner une solution particu-

liere a la solution générale de 1’équation sans second membre. Et on peut bien sir re-
marquer que x est une solution particuliere : ainsi, la solution générale de 1’équation est

y(z) = Cx® +2,C €R.




(b)

(©

Si on ne devine pas cette solution particuliere, il faut alors utiliser la méthode de "variation
de la constante". On cherche une solution y sous la forme y(z) = C(x)z? (on remplace la
constante C' apparue dans la résolution de 1’équation sans second membre par une fonction
C(z)).

L’équation devient alors, en remplacant y et y’ par leur expression en fonction de C' :
C'(x)a® 4 22C(x) = 2C(x)2? /x — 1, soit apres simplification C’(z) = —1/z>.

Ainsi, C(z) = 1/x+c, et les solutions sont donc bienles| y(z) = C(x)z? =z +cx’,c €R

On résoud d’abord 1’équation sans second membre associée y' — zy = 0:y'/y = =z,
2 . . .
Inly| = z? /24 ¢,y = Ce® /2 Eton remarque ensuite que —1 est une solution particu-

liere. La solution générale de I’équation est donc| y(z) = —1+ ce®’/ 2 CeR.

. 2
On résoud 1I’équation sans second membre y' — 2xy = 0, et on trouve y(z) = Ce” , C € R.
En I’absence de solution particuliere "évidente" pour 1’équation générale, on peut appliquer

la méthode de variation de la constante : on cherche les solutions sous la forme y(z) = C ezz,
ce qui fournit 1’équation C'(x)e“"”2 = 3z¢”’, donc C'(x) = 3z et donc C(z) = 322/2 + c.

Ainsi, les solutions de I’équation sont les fonctions de la forme| y(z) = (32%/2 + c)ezz.

5. second ordre a coefficients constants

(a)
(b)
(c)

(a)

(b)

(©

@y +wty =1,
(e) ¥y + 2y + 5y = 5cos x,
Oy +y —2y=e",

corrigé succinct :

y'+y' +y=0.
y//+2y/+y:2,
y// — WZy’

L’équation caractéristique associée est 72 4+ 7 + 1 = 0.
. . —1+1v3
Son discriminant est —3, ses racines sont %,

et par conséquent les solutions de 1’équation différentielle sont les

y(w) = (Acos(v/3z/2) + Bsin(v3z/2))e /% A, B € R,

On résoud d’abord 1’équation homogene y”' + 23" 4+ y = 0, dont I’équation caractéristique
7% + 2r + 1 = 0 admet une solution unique r = —1.

Les solutions de I’équation homogene sont alors y(z) = (Az + B)e™ *.

Comme 2 est une solution constante "évidente", on en déduit que les solutions sont les fonc-

tions de la forme| y(z) =2+ (Az+ B)e *, A, B R.

L’ équation caractéristique associée est 72 — w? = 0, ses solutions sont w,
et les solutions de I’équation différentielle sont ainsi les fonctions de la forme

y(z) = Ae“® + Be “*, A, B € R.

(d)

(e)

()

L’équation caractéristique de 1’équation sans second membre associée a pour solutions iw
et —iw, donc les solutions de 1’équation homogene sont les fonctions y(z) = Acoswz +
Bsinwz, A, B € R.

Comme d’autre part
tion y”’ + wly =

1/w® est une solution constante évidente de 1'équa-
1, les solutions de 1’équation initiale sont les fonctions

y(z) = 1/0.12 + Acoswx + Bsinwz, A, B € R.

L’équation caractéristique X? + 2X + 5 = 0 a pour solutions —1 — 2 et —1 + 24,
donc I’équation sans second membre y” + 2y’ + 5y = 0 a pour solutions les fonctions
y(z) = (Acos2zx + Bsin2x)e™ ", A, B € R.

On peut chercher une solution particuliere « ressemblant » au second membre, qui est un
cosx : acosz + bsinx. Alors 1’équation devient (—acosz — bsinz) + 2(—asinz +
bcos z)+5(acosz+bsinx) = 5 cos z. En identifiant les coefficients du sinus et du cosinus,

P N da+2b = 5 .
on en déduit le systeme * , dont les solutions sonta = 1letb = 1/2.
—2a+4 = 0
sin z . N . » L .
cosx + est une solution particuliere, et les solutions de 1’équation initiale sont ainsi les

fonctions | y(z) = cosx + % + Ae™% cos 2z + Be™” sin 2z.

L’ équation homogene " + 3’ — 2y = 0 a pour solutions les fonctions y(z) = Ae™ 2" + Be”.
On peut chercher une solution particuligre sous la forme y(z) = axe >". Alors
y'(z) = (a — 2ax)e *® et y"’(z) = (—4a + 4ax)e *, et I’équation devient donc
(—4a + 4az) + (a — 2ax) — 2ax = 1, soit —4a + a = 1, soit a = —1/3.
—xe™ " /3 est une solution particuliere de I’équation, et les solutions sont ainsi de la forme

y(z) = —ze 2 /3 + Ae™** + Be®, A, B R.

6. * plus dur...

@ zy +y=ay’,

(a)

(b)

Y
x?’

(b) y'=2 (© 4xy"+2y —y=0.

corrigé succinct :

On pose z = 1/y?. Alors 1’équation devient —2'/2 + z/x = 1 linéaire du premier ordre a
coefficients constants, on en déduit que z = Cz? 4 2z donc y = 1/v/Cx? + 2.

On remarque que pour toute constante \, y = Az est solution.

On souhaite trouver une deuxieme famille de solutions pour I’équation : pour cela, et bien qu’il
s’agisse d’une équation différentielle du second ordre, on applique aussi ici une méthode de
"variation de la constante", en cherchant y sous la forme y(z) = A(z)z2.

Alors i (2) = N (z)2? + 2z (), et on vérifie que v () = N (x)2? + 4 ) (z) + 27 (z),
donc I’équation devient \’(x)z? 4 4aX'(z) = 0, soit encore en simplifiant par z :
N'(z) = —4/z\ (z) = 0, qui est une équation différentielle du premier ordre par rapport a
la fonction \’. On en déduit que In [\ (x)| = —41n |z, donc ' (z) = ¢/2*, ¢ € R, donc

¢
Az) = 5.3 +d,c,deR.



. . c .
Ainsi, toutes les fonctions | y(z) = —— +dz?, c¢,d € R, |sont des solutions. Et on ad-
x

mettra que ce sont les seules, sur chaque intervalle RY et R* .

(c) indication : étudier la fonction z(t) = y(t*) (on pose & = 1 soit t = /).
On a alors 2/(t) = 2ty'(t?) et 2 (t) = 4t%y"(t?) + 2¢/(t*). Mais d’aprés 1’équa-
tion, 4xy”(z) + 2y'(z) = y(x) donc z”(t) = =z(t). Donc z(t) = Ae' + Be!
(équation du second ordre, a coefficients constants sans second membre), donc finalement

y(z) = AeV® + Be V7 A B eR.

exercices pratiques

1. pour la mécanique de S2 : la fonction cherchée est x ou y ou v ou 6, la
variable est le temps ¢, toutes les autres lettres désignent des constantes.

y— k
(a) mo Kv + mg, (f)i+—n‘:0,
(b) & = —kg, m

. . kn.
(c) L+ gb =0, @)y+gy=—g
(d) mi + Ki = KT't, (h) 16 + BO + CH = 0,
() —Kx + kymag = m.i, (i) I6+CH=T.

corrigé succinct :

(a) 1) I’équation sans second membre associée est mv + Kv = 0, qui a pour solution vy =
CefKt/m.

2) le second membre est constant : on cherche une vitesse particuliere constante solution de
I’équation, c’est-a-dire de I’équation 0 = — Kvp, + mg, on trouve v, = mg/K.
3) les solutions de I’équation sont donc les fonctions v(t) = Ce™X*/™ 4-mg/K avec C € R
(b) z(t) = —kgt*/2 + At + B
(c) 0(t) = Acos(y/g/Lt) + Bsin(+/g/Lt)
(d) 2(t) = A+ Be EV/™ 4 142 /2 — mI't/ K
(e) z(t) = Acos(\/K/mect) + Bsin(y/K/mct) + kamag/K
(f) z(t) = A+ Be "kt/m
(@ y(t) = A+ Be "™ — gmt /(kn)
(h) trois cas a distinguer selon le signe de B — 4IC...

(i) 0(t) = Acos(y/C/It) + Bsin(/C/It)+T/C.
2. cinétique chimique : lors de la décomposition de péroxyde d’hydro-
gene en eau et dioxygene, la concentration de H,O, vérifie 1’équation

d[H,0
KH,0,), = — 202k

m (avec k la constante de vitesse).

Déterminer cette concentration (en fonction de k et t) sachant qu’a I’ins-
tant 0 elle vaut 1 mol.L™!.

corrigé succinct :

d[H202]:

1l s’agit d’une équation linéaire du premier ordre et sans second membre, on a ﬁ =—k
202

donc In |[[H203]¢| = —kt + a, donc [H202]¢ = +e%e "t et les solutions sont les

[H205]; = Ae " avec A € R.

Mais si on utilise la condition initiale indiquée, [H2O2]o = 1 = Aeo, donc A =1 mol.L™ 1,

Ainsi,| [H2Os]; = ¢ mol.L™"

. circuit LR série : 'intensité du courant i(¢) qui circule dans un cir-

cuit LR soumis a une tension sinusoidale vérifie I’équation L% + Ri =
Up sin wt. Déterminer i si i(0) = 0.

corrigé succinct : L’équation est une équation différentielle linéaire du premier ordre a
- . P > _ Rt
coefficients constants. La solution de 1’équation sans second membre associée est Ke™ T .

On peut chercher une solution particuliére de la forme A coswt + B sin wt. En intégrant dans
1’équation, on obtient le systtme wBL + RA = 0et —wAL + RB = Uy, donc

B = @L@% et A= (wz;% en résolvant le systeéme de deux équations a deux
inconnues.
L*W?U§ + R?UG R? + [*W? Uy
Mais VA2 + B2 = | =——9 —— 0 _j, = . Etavec
(WL +R)? ~ P\ (WD +R?)? ~ VRE T [2w?
p=— arctan(L—) + 7, la solution particuliere peut se mettre alors sous la forme
w

__t cos(wt — ) soit encore

NiZES

ip(t) = \/% cos(wt + arctan(%) — )

La solution générale est donc

i(t) = Ke T + % cos(wt + arctan(%) —7), K € R | etlasolution
articuliere pour 4(0) = 0 est obtenue avec K = S €os ¢, soit
p P TRe 1 Lz ¥
. Us Crer Us R
i(t) = ———=———=—==cospe + ——— cos(wt + arctan(—) — ).
(6) = s cos s cos () )




autre méthode avec les représentations complexes pour trouver la solution particuliére :

On représente i, (t) = A cos(wt + @) par Aed? el

et le second membre Uy sin(wt) = Up cos(wt — 7/2) par Upe?“te™7™/2,
Alors I’équation devient (jwL + R)Ae?? et = Upel®te™7™/2,

donc (jwL 4+ R)Ael? = Upe™9™/2,

) erfj‘rr/2
donc Ae’¥ = —————.
Ry A T
Uo R
Le module A est donc ——————= et I’argument est
/R? + L2w?
—7m/2 —arctan X = —7 + (7/2 — arctan %) = —7 + arctan £, carsiz > 0

arctan(z) + arctan(l/xz) = 7/2).

4. * parachute : un parachutiste est freiné par la résistance de 1’air, propor-

tionnelle au carré de sa vitesse. On note k = 30 Nm~2s?
proportionnalité, et m = 80 kg la masse du parachutiste.

(a) Montrer que sa vitesse v vérifie v’ = —kp?2 4 g.
m

ce coefficient de

(b) At =0, ayant atteint en chute libre la vitesse de 250 km.h™1, le para-
chutiste ouvre sa toile. Donner sa vitesse v(t) pour ¢t > 0. Quelle est la
vitesse limite du mouvement ? Au bout de combien de temps la vitesse
est-elle devenue inférieure & 20 km.h ™' ?

corrigé succinct :

(a) cf.cours de mécanique en S2...

(b) On applique la question préliminaire avec y = v, * = t, a =
vVmg/k, b = —k/m. Alors % = wv(0)/a, dou C = %;E((S),
donc avec v(0) = 250kmh™' = 69.44m.s”' on obtient C = 0.863,

14 U0—a =2y kg/mt —3.83t
et donc v(t) = /mg/k a+v(0) ~ 5'11+4'41673 = donc
1— UES)ZOL; 6721/kg/mt 1 —0.863e—3

Voo = \/mg/k ~ 5.11m.s"" = 18.4km.h™". |Eton trouve ¢ ~ 0.8s.




