mathématiques - $2 TD 2 : Intégrales - corrigé

département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

exercices théoriques

1. calculer les intégrales :
2 2 1
1 2
A = / i dl‘, B - / v dx s
L 2+ o (z+1)(x2+1)
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corrigé succinct :

pour le calcul de A :

partie entiére : on effectue la division de 2 + 1 par z> 4 z : le quotient est 1 (et le reste, qui ne
servira pas par la suite, vaut —x + 1). Ce quotient 1 est la partie entiére de la fraction.

factorisation du dénominateur : on constate que 2> + 2 = x(x + 1), c’est la factorisation sur
R du dénominateur.

On en déduit que la décomposition en éléments simples de la fraction est *1 =1+2+
x

ziﬂ : on retrouve la partie entiere et un élément simple pour chacun des facteurs du dénomi-

nateur (celui-ci vaut (x4 1), donc = donne un élément simple < et x4 1, un élément simple

B
z+1 )
Il reste a déterminer « et [3...
détermination de « : on multplie par = ("ce qui est au dessous de « que 1’on cherche") I’expres-

sion :

@4 e _ ar | B
o2tz L +5 7t z+1

puis on simplifie les x/x:

2241 _ Bx
z+1 T+ g + z+1

puis enfin on remplace, dans 1’égalité ci-dessus valable pour tout x, x par la valeur qui annule
le dénominateur de départ, donc x = 0 :

0241 80
0+1 =0+ ¢ +0+1

et ainsi on obtlent simplement o = 1.
détermination de 5 : de méme on multplie par x + 1 ("ce qui est au dessous de 3 que 1’on
cherche") I’expression :

@HDtl) — (g 4 1) 4 oexD) Aol

puis on simplifie les (z + 1)/(x +1):

D4l — (p4 1)+ 2ot 4 2

puis enfin on remplace, dans I’égalité ci-dessus valable pour tout x, x par la valeur qui annule
le dénominateur de départ, donc x + 1 = O soitz = —1:

calcul de I’intégrale : On a donc prouvé que

(=241 _ a0 4 B
—r =0+3+7

et ainsi on obtient simplement J = —2.

2+z =1 + = — z_+1 .ce qui permet de calculer
I’intégrale car on a remplacé la fraction de départ (dont on ne connait pas de primitive simple)
par une somme de trois fonctions que 1’on sait facilement intégrer : une constante et des in-

verses de fonctions affines :

22241 2 1 2 5
A= — [ 14— — [z +In(z) — 21 1
/1 P dz /1 + pri 1dx [z + In(x) n(z+ 1)1,

donc A = (2+1In(2) —2In(3)) — (1+In(1) —21In(2)), etainsi| A=1+3In2 —2In3.

pour le calcul de B :

partie entiére : on effectue la division de 2z par (z + 1)(2® + 1) : pour I’effectuer on doit dé-

velopper le dénominateur, il vaut z® + 2% + & 4+ 1. Mais comme il est de degré 3, alors que
le numérateur est de degré 1 seulement, le quotient est nul...

factorisation du dénominateur : ici le dénominateur est déja factorisé dans 1’énoncé, il n’y a

rien a faire.

On en déduit que la décomposition en éléments simples de la fraction est Wr&% =
0+ 55 + ig—j} : on retrouve la partie entiere nulle, un élément simple «/(z + 1) pour le

facteur 4+ 1 du dénominateur, et pour le facteur -2 + 1 qui est de degré 2, un numérateur de

degré 1 est a déterminer : 1’élément simple sera de la forme ’iﬁ—i;‘).

Il reste a déterminer « d’une part, 3 et v d’autre part...

détermination de « : on multplie par x + 1 puis on simplifie les (z + 1)/(x + 1) :

2z _ a4 g6x+w)<z+1
241 241
puis enﬁn on remplace, dans 1’égalité ci-dessus valable pour tout x, = par la valeur qui annule
le dénominateur de départ,donc x +1 =0, = —1:
=2 _ a4 (BCELHENO)
(-1)2+1 1 (—1)2+1
et ainsi on obtient simplement o = —2/2 = —1.

détermination de 3 et v : de méme on multplie par 2> + 1 ("ce qui est au dessous de /3 que 1’on

cherche") I’expression puis on simplifie les (2 + 1) /(2% + 1) :
2r a(ac +1) + (Bx+'y)

x+1 x+1

puis enfin on remplace, dans 1’égalité ci-dessus valable pour tout x, x par une valeur qui an-
nule le dénominateur de départ, donc 22 + 1 = 0 soit - = 7 (on pourrait aussi utiliser —i  la
place, mais il n’est pas utile de faire deux fois le calcul) :

ii_ll = 1+1 + M

soit 1 + v = z+—1

Laon remarque que [i + fy est la forme algébrique d’un nombre complexe !

On obtlent



Bi 4+~ = 21(%”” (le 2 au dénominateur est le carré du module du dénominateur initial),
donc Bi +y = 22 =1 44,

et par identification, 5 = lety = 1.

-1

calcul de P’intégrale : On a donc prouvé que % = 1 + &5 ..ce qui permet de

calculer I’intégrale car on a remplacé la fraction de départ (dont on ne connait pas de primi-
tive simple) par une somme de trois fonctions que 1’on sait facilement intégrer : ﬁ 12;“ et

_x

241"

! 2z b1 1 T
B=| — = 4= da,
/0 i@+ /0 it Zrl 2™
donc B = [~ 1In(x + 1) 4 arctan(z) + In(2? + 1) /2]

—_—
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et finalement B = — In(2) + arctan(1) + In(2)/2,| B = -

Pour C' on décompose en éléments simples la fraction, on obtient m = %(% — I‘lf'Q ), et
donc C' = [(Inz — In(z + 2)) /2] .
Chacun des deux logarithmes, séparément, a une limite infinie en 4-oco, il est donc nécessaire

T
2]+,
/2]

est 1, et donc le logarithme tend vers 0.

de les regrouper pour lever I’indetermination : C' = [In

La limite en I’infini de
T

Ainsi| C = —

De la méme maniére pour calculer D, on commence par décomposer en éléments simples la

. x4 +1

fraction m .

La partie entiere est le quotient de la division du numérateur par le dénominateur : = (le reste
—xz2 4 1 ne nous servira pas).

Donc la décomposition est de la forme = + & + Z;”ﬁ

On trouve par les méthodes habituelles @ = 1 et bi + ¢ = (i* +1)/i = —2i donc b = —2,
c=0.

Ce qui permet de déterminer sa primitive 2°/2 + In(z) — 21In(z* + 1) et donc D =
[#?/2 4+ Inz — In(z? + 1)]7*.

En regroupant les logarithmes ont trouve In(z/(z* + 1), qui tend vers 0 en +oo, mais 22 /2
tend vers l'infini : D n’existe pas ("vaut ’infini").

2. Soit R le rectangle [—1,1] x [0, 2]. Calculer [ [, 2* + 2zy dzdy.

corrigé succint :

fxl:—l(f;:O 2% 4+ 2zy dy)dz = fxl:_l [y 4+ zy?]ddz donc

1227 4 dade = 20 /3 + 2271, = 4/3.

r=—1

3. Soit Ry le rectangle [0, 1] x [0,2]. Calculer [ [, TyQ dzdy.
2 T

corrigé succint :

Y 1 .

fxl:o(f;:o o dy)dz = xl:o T2 dx x fj:o ydy, soit arctan(1).22/2 = /2.

4. Soit D défini pary < 0 < z et 22+y? < 1: reconnaitre géométriquement
D. Calculer [ [, zydxzdy.

corrigé succint : on passe en coordonnées polaires en prenant z = r cos, y = rsin6,
dady = rdrdf. D est le quart de disque inférieur droit donc 6 varie entre —7 /2 et 0.

La condition donc on calcule [ feoz,ﬁ/g 72 cos 0 sin Ordrdd soit

f::O r3dr f90:7W/2 (cos@sin 6)do.

L’intégrale en r vaut 1/4.

Pour calculer I’intégrale en 6 on utilise cos 6 sin 6 = sin(26)/2 de primitive — cos(26) /4 donc
d’intégrale —1/2.

Finalement on trouve que la valeur de I’intégrale est —1/8.

5. On considere une surface triangulaire de sommets A(0,0), B(1,1),
C'(1,0) et de masse surfacique o constante.
Déterminer sa masse et son centre de masse G.
corrigé succint :

I’équation de (AB) est y = x, donc le triangle peut étre décrit par les inéquations : 0 < z < 1,
0<y<uz.

la surface du triangle est S = [ [, dzdy soit fxl:o f:zo dydz = fxl:o zdr = [22/2]§ = 1/2, et
samasse est M = oS = o0/2.
la coordonnée x¢ du centre de gravité

ve = [ [padedy/S =2 [} [* wdyde =2 [} 2 dz = 2[°/3]) = 2/3.
De méme, la coordonnée y¢ = [ [, ydedy/S = 2 f;:O f::O ydydzr = szlzo x?/2dx = 1/3.
bonus : calcul du moment d’inertie par rapport a GG : il vaut
I={[[,0((x—2/3)°+ (y—1/3)*)dydz, donc
I=o [ a(z—2/3)*+ (z—1/3)°/3 — (~1/3)*/3da =
o[ x(z—2/3)%+ (z — 1/3)%/3 — (~1/3)%/3dz,
I=0[!_ o(z® —4/3x +4/9) + (2 — 2% + 2/3) /3dz,
I= Uf;:() 4/32% — 5/32 + 52/9dx = o [2*/3 — 523 /9 + 52 /18] = o /18.
6. (*) L'objectif de I’exercice est de calculer I'intégrale [ _+O°O° e~ dx, fon-
damentale en probabilités, statistiques, métrologie...
On note R un réel positif puis
— Cpglecarré [-R, R| x [-R, R],
— D}, le disque de centre O et rayon R,



— D% le disque de centre O et rayon v/2R.
On note f(z,y) = e~ @ +v"),

(a) Expliquer pourquoi ffD}{ fas< [ [, fdS< IID% fdS.
(b) En utilisant les coordonnées polaires, calculer f f o f d%s
R
. 2
(¢) Calculer de méme [ [ 2 fd=s
(d) Calculer [ [ o fd*S en fonction de ffR e dz
(e) En déduire la valeur de fj;o e dz.

corrigé succint :

(a) La fonction est positive et les domaines d’intégration sont inclus les uns dans les autres
(D C Cr C D%) donc les intégrales (que I’on peut interpréter comme des volumes d’en-
sembles eux aussi inclus les uns dans les autres) vérifient bien 1’inégalité demandée.

®) [ fpr FA2S= [T [ e rdrdo = [T d0 x [T re T dr =2 x [~ /2 =
L ool - -
(1 —e B

(¢) On trouve de méme (1 — e_QRZ)

@ [ o, fd28 = [R_[F e e dady = [ e dr x [F ey =

.2 . . » . 1: 2
( f_RR e~ * dx)? (les variables sont "muettes" dans ces intégrales : que la variable utilisée
soit x ou y, les valeurs des intégrales sont identiques)

. L _p2 2 _ 2
(e) D’apres les questions précédentes, on a (1 — e~ ") < (f:rge 0 dz) < w(l—e 2R,
2
donc en passant 2 la limite pour R tendant vers I'infini, 7 < ([’ _Jrf: e”® dz) < 7etdonc

. L . .. 22
I’intégrale (qui est positive) f _Jrf: e™ ™ dx vaut /7.

exercices pratiques

. Calculer le moment d’inertie par rapport a son centre d’une regle plate de
dimensions a et L

corrigé succint :

I’aide du rectangle est aL et sa masse est M = oal ou o est la masse surfacique.

on peut choisir par exemple de placer le repere au centre de la régle ou bien sur les bords gauche
(axe vertical) et bas (axe horizontal).

si on choisit un repere sur els bords de la régle, la régle correspond au rectangle [0, L] x [0, a] et
les coordonnées du centre G sont (L /2, a/2). Le moment d’inertie I est I’intégrale de
od*(M,G)dzdy = o((x — L/2)* + (y — a/2)?) dady.

Alors [L: sz:ao f::o o((x — L/2)? + (y — a/2)?) dedy =

o w:O(fy:O o((z — L/2)* + (y — a/2)?) dy)dz, donc

I=o[" a(z—L/2)*+2(a/2)%/3dz = o [*  a(z — L/2) +a®/12dz =

2a(L/2)% /3 + a*L /12 soit finalement I = o (a*L + aL?)/12 = M (a® + L?)/12.

. En utilisant des coordonnées cylindriques on peut exprimer le moment

d’inertie d’un cylindre C' de masse volumique p constante par rapport a
un axe A par la formule

///de?(M,A)dv

- d(M, A) est la distance d’un point M a la droite A, que 1’on expri-
mera a 1’aide des coordonnées cylindriques r, 6, z (ce sont les coordon-
nées polaires et z).

- dV est I’élément de volume qui s’exprime en coordonnées cylin-
driques par rdrdfdz

- les bornes de I’intégrale pour décrire le cylindre sont 7 entre 0 et R
(rayon du cylindre), § entre O et 27, z entre O et L.

Déterminer les moments d’inertie :

(a) Iy d’un cylindre de masse M, rayon R, longueur L, par rapport a son
axe de symétrie.
(b) I; d’un cylindre de masse M, rayon R, longueur L, par rapport a un
axe parallele a son axe de symétrie et situé a la distance d de celui-ci.
(¢) (*) I, d’un cylindre de masse M, rayon I?, longueur L, par rapport a
un axe perpendiculaire a son axe de symétrie et passant par le centre
de masse du cylindre.
corrigé succint :
On note p la masse volumique du cylindre, on a M = prR%L.
On choisit un repére de coordonnées cylindre d’axe (Oz) I’axe du cylindre, de plan (zOy) une
des faces du cylindre. Le cylindre est ainsi décritpar 0 < r < R,0< 0 <27, 0<z < L.
@ Lo = [, 8, [ rPprdrdodz = p[Z [T [T rPdrdodz = 2mpR'L/4 =
7pR*L/2 = MR?/2
(b) on peut supposer que 1’axe par rapport auquel on calcule le moment a pour équation x = d,
y = 0, z quelconque.
Ainsi Iy = sz:o er:O [ ((x — d)? + y?)prdrdodz = sz:o er:O [ (reosf —
d)? + (rsin€)?)prdrdddz = pszZO er:'O f;;ro(rQ — 2drcos@ + d*)rdrdddz =
prL:O er:O f::o(rg — 2dr? cos 0 + d°r)drdodz.
Cette intégrale se sépare en 3 :
Iq = prL:O fr}io f;;ro r3drdddz + prL:O fr}io f;;ro —2dr® cos Odrdfdz  +
pszZO er:'O f;;ro d*rdrdodz.
La premiére intégrale est o, la deuxieme intégrale vaut O (on intégre un cosinus sur une pé-
riode), la troisiéme vaut d M.

Ainsi, Iy = Io + Md>.
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On peut suppose que ’axe D par rapport auquel on fait le calcul est 'axe z = 0, z = L/2.

Alors la distance au carré entre un point M de coordonnées cylindrique 7, 6, z (donc de coor-
données cartésiennes 7 cos @, rsin 0, z) et I'axe D est 2* + (z — L/2)?.

I, vaut donc I, = prL:O er:o f;:o(rQ cos® 0 + (z — L/2)*)rdrdodz, donc I, =
pszZO er:O f;:o r® cos® fdrdfdz + p sz:O f»«io f;:o(z — L/2)*rdrdodz.

L’intégrale pour 6 entre 0 et 27 de cos® @ vaut 7 (voir SI : linéariser...), et ainsi :

I, = R*/Ax 7w x L+ R?/2x 21 x [(z— L/2)®/3]ZZk etdonc I, = n LR*/4+mR*H?/12.
Finalement, on voit que I, = M R?/4 + M L*/12.

9. (*) En utilisant des coordonnées cylindriques calculer le volume et la
masse d’un cone (droit) de rayon I?, de hauteur /{ et de masse volumique
constante p.

(a)

(b)

corrigé succint :

on fixe un repeére orthonormé direct (O, i, f, E) tel que :
- I’axe (Oz) est I’axe du cone,

- la base du cone est située dans le plan (O, 7, ),

- le sommet a pour coordonnées cartésiennes (0,0, H).

puis on considere alors les coordonnées cylindriques associées.

Le cone est alors I’ensemble des points dont les coordonnées (r, 0, z) vérifient les trois condi-
tions :

0 €[0,2n], 2 € [0, H],r € [0, @].

(©

(d)

Remarques : 1) la troisieme condition exprime le fait que, pour une cote z donnée, le rayon
de la section du cdne par un plan horizontal est un cercle de rayon variable (qui dépend de z2).
2) on peut bien siir choisir de fixer d’abord r entre O et R, puis z entre O et une borne qui
dépend de r.

3) I’ensemble de points dont les coordonnées vérifient 6 € [0, 27], z € [0, H], r € [0, R] est
un cylindre et non un coéne.

2m H R(I}I_Iiz)
Le volume du cone est alors / / / rdr dzdf, qui se calcule par étapes suc-
. 6=0J2=0 Jr=0
cessives :
27 H 2 2
R*(H —
/ (72@ dz do,
6=0 J z=0 2H
/27r [7 RQ(H _ Z)S]H I
oo —6Hz o b
2773
: 2
QWW, soit TR H/3

Et la masse du cone est M = pV = mpR*H/3.

bonus : calcul du moment d’inertie du cdne par rapport a son axe. La méthode est la méme :

on  pH pREH—2)
I'intégrale est celle de r2dm = r2pdV, soit / / /
60=0Jz=0Jr

4
. H
technique donne comme valeur Wpﬁ) .

H 3 N
rpdrdzdf, et la méme
=0

En utilisant la valeur de la masse, on trouve 3M R*/10.

(remarque : ce n’est pas le tiers du moment d’inertie du cylindre correspondant ! !)



