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exercices théorique

1. Calculer la dérivée des fonctions définies par :

T
_— c(x) = arcsin/1 + .
T (z) Vv

corrigé succinct On peut dériver en expriman{z) comme le produit:(z? + 1)
1
a'(x) = (2> +1)"Y2 4+ 36(—5(;152 +1)7%/2 x 2z).

Pour simplifier I'expression, on factorisedé + 1 qui intervient avec le plus bas degré :

a(x) = b(x) = arccosx

—1/2.

ainsi,| o' (z) = (22 +1)732(2? + 1 — 2?) = (z® +1)7%/2,

La dérivée denrccos est une dérivée de cours, a connaitre. Pour démontrer ogttele on
part de la relatiomos arccos x = x, que I'on dérive : on obtient
arccos’ z X (—sinarccos ) = 1, et commesin arccos z = v/1 — x2, on obtient

b (z) = =t (on rappelle que de mémgcsin’ (z) = _t ce qui sera utile
CV1-22 CV1I—a?
pour dériverc a la question suivante.
D. =[-1;0], D, =] — 1;0], et surD., et par dérivation de fonctions composées
, gWito 1 , 1
d(z) = = ,donc| ¢(z) = ————.
\/17 T Wita/1-(1+a) 21 +ay—x

2. Calculer les dérivées d’ordredes fonctions :
b(z) =1 , c(z)=(1+2)* aeR.

a(x) =coszx -

corrigé succinct La dérivée der +— cos(x) est—sin(x) = cos(x + 7/2) (utiliser un cercle
trigonométrique !). Donc par récurrence immédiate

a™(z) = cos'™ (z) = cos(x + nn/2).

o dh 1 —n+1 () () = (D)
Deméme_— () = (~1)(~2) x ... x (~n)z ", dong b (x) = 5

On procéde de méme pout ¢’ (z) = a(1 + )7, ¢’ (2) = ala — 1)(1 4 2)* 72, et

finalement| ¢™(z)=a(a—1)...(a—(n—1))(14z)*".

3. (a) Etudier la fonctiorosinus hyperboliquechz =

et +e "
2

(b) Montrer en particulier que ch réalise une bijectionefitr+oo| et
[1; +00[. On appelleargument cosinus hyperboliqueet on note
argch sa réciproque.

(c) Etudier argch; préciser en particulier sa dérivee.
(d) Montrer que pour tout > 1, argche = In(z + V22 — 1).

x

(a) On définit de méme la foncti@inus hyperboliqueshz = %. Alors on constate

que ces fonctions sont définies, continues, dérivable®sat que ch(z) = sh(z) (et
de méme shz) = ch(z).)

De plus, le signe de sh est facile & détermingr™ — e~ *)/2 > 0 si et seulement si
e” > e~ ” soit en prenant le logarithme, qui est une fonction strigtenctroissante :
x > —zx,donc2z > 0 : sh est strictement négative Ri et strictement positive sur
R7, et donc ch est strictement décroissantefsuret strictement croissante sBir; .

(on remarque aussi que ch est paire, et sh est impaire).

(b) Comme ch est continue et strictement croissante[&uroco[, que ch(0) = 1 et
lim4 o ch = 400, on en déduit que ch réalise une bijection[@e+oo[ sur[1, +oof :
tout élément € [1, +oo[ est I'image par ch d’un unique élémentle [0, +oo].

On note cet élément arggh

(c) On a donc par définition charggh= 1y, et en dérivant cette relation on en déduit

ch’(argchy) x argchly = 1, donc argch) = 1/sh(argchy).
Mais il est facile de vérifier, en développant les formuleBnigsant ces fonctions par
des exponentielles, que & —sh?z = 1 pour toutz. Alors en remplagant par argchy
on obtient dong? — sh?argchy = 1, et donc sHargchy = y* — 1. Comme sh est
positive surR., on a donc shargch = +/y2 — 1, et finalement pour touy > 1,

1

(d) Le plus simple, pour prouver que argeh= In(z + /22 — 1) siz > 1, est de mon-
trer que ces deux fonctions ont la méme dérivée et méme vafedlr: la dérivée de
1+ 2z/2v/2% — 1 vz —1 1
In(z + Va2 — 1) est + 222V = ;r e = =
x4+ V2 —1 (x+ Vo2 —1)Vz2 -1 V2 =1

argch’(z), et les valeurs en 1 sont toutes les deux nulles.

argchly = : argch est strictement croissante[tle+oo[ sur [0, +oo].

4. (a) Sion pose pour > 0y = 2, déterminer la différentielldy en
fonction dex etdx, puis exprimerlz en fonction dey etdy.



(b) Méme question aveg = tanx pour—m/2 < x < w/2.

corrigé succinct ces calculs se raménent a des calculs de dérivéep :

(@) siy = z2, Z—i =y (z) = 2z, donc| dy = 2zdz. |Mais commer > 0,z = \/y et
doncdx = dy/2x, donc| dx = Ay
) N
dx dy

(b) De méme dy = (1 + tan® z)dz = et par conséquent dx =

cos2zx’ 1+ 92

5. Existence et valeur des extrema des fonctions : a(z) = z(3 — z),

42 — 3z — 1 :
b(r) = ————, c(z) = /1 +sinuz,
42 + 1
corrigé succinct il est possible de traiter ces trois exercices par une étomiete de ces
fonctions et tableau de variations, en utilisant les désvgremieres et seconde. Le corrigé
qui suit propose des rédactions "minimales", ne donnanteguarguments strictement
nécessaires.
a: atend vers—oco en—oo et en+-oo, elle n'a donc pas de minimum global, et le maximum
est atteint pour une valeur dequi annule la dérivé8 — 2z. Comme la dérivée ne s’annule

d(z) = arctan(x?)

quenz = 3/2,| le maximum est atteint e3y2 et vaut9/4.

b : les limites deb en+o00 et —oo valent 1. La dérivée s’annule pour= —3/2 etz = 1/6,
les valeurs correspondantest et —5/4 sont donc respectivement les maximum e
minimum

le maximum de» vaut5/4, atteint en—3/2 ; le minimum vaut—5/4, atteint enl /6.

¢ : sans calcul. sin est compris entre -1 et 1, dor€él + sin « est compris entre 0 g2, et
ces valeurs sont atteintes : en les /2 + 2k pour 0 et en les/2 + 2k= pour lev/2. Ainsi,

le minimum dec est 0 et le maximum/2.

d : x* est postif donei(z) est a valeurs dar(8, 7/2|. La dérivéed’ (z) = 2z /(1 + z*) ne
s’annule qu’en 0, donc le seul extrema &&1) = 0 (c’est bien un minimum). La limite en
+oo et—oo n'est pas un maximum car la valewy2 n’est pas une valeur prise par

6. On définitle « sinus cardinal » par sine- T iy # (0etsind® = 1.
X

(a) Quel estle maximum dg?
(b) Démontrer queanx = 2 admet une unique solutiom, sur

12

chaque intervall&2k — 1)7/2; (2k + 1) /2], k € Z.

(c) En déduire que sihs’annule une fois et une seule sur chacun de
ces intervalles.

(d) Calculer sint en fonction de sinc et sihcEn déduire que les;,
sont alternativement des maxima et des minima locaux.

corrigé succinct sinc est continue suk et indéfiniment dérivable si&*.
On admet qu’elle est indéfiniment dérivable Buet que la dérivée-ieme en 0 est la limite
de la dérivéer-ieme autour de 0.

Leost 2L etsing (x) = —sindx) — 2sind (z).

‘Z‘Q
sind (z) = 0 équivaut & = tan z : sind a donc un unique zére, dans chaque intervalle de
largeurr ](2k — 1) %; (2k + 1) 5 [. De plus, sinc étant paire,, = a_x pour toutk # 0,.
On note quey = 0,sind0) = 1; a1 = —a—1 ~ 4,4934, sinda1) ~ —0,2172;
az = —a—z ~ 7,7253, sindaz) ~ 0,1284.
On constate que sifi¢ay) est non nul (car sin@x) # 0), donc en chaquey, la dérivée
s’annule et change de signe : chagueest un extrema local strict. Plus précisément,az,
...,az sont des maxima locaux et, as, ...,a2r+1 Sont des minima locaux.

On calcule les dérivées sife) =
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7. Déterminer les limites suivantes :

. —1 . 1 . 27) — 1

@ tim, o =L oy tim, L, — L (o) tim, 2D
sinx arctan(z?)
. V1 —1—si 2 . 1 1

() lim, _, YA =L sin(/2) (e) lim,_p—— — —
x2 sin“x a2

corrigé succinct :

(@) Au voisinage de Gos(z) = 1 — z%/2 + .., donc% = —z/2+ .. lalimite

est0.



(b) On peut commencer par exprimer la différence en rédulsarfractions au méme dé-

: . o o 1 1
nominateur pour se ramener a une forme indéterminée du g/pg ' — — — =

sin x T
T —sinx . . Lo . . .
————. On peut alors écrire un développement limité du dénomimatedu numé-
Trsmx
rateur avec un terme non nuk:— sinx = 2%/6 4+ 2®¢(x) etwsinz = 22 + 2%¢(x),
T —sinx . L
donc———— = z/6 + z¢(z), etainsi lalimite est nulle.
Trsmx

(c) Pour lever I'indétermination du type/0", il faut effectuer des développements limi-
tés du numérateur et du dénominateur ayant chacun un telim@pgi non nul (au
moins). On peut ainsi, pour le dénominateur, éctise2r — 1 = —4a?/2 + z2¢(x)

—42% /2 + 2%e(x)

et arctan(z®) = z? + ... Le quotient est donc de la formeT =
T ..

-2+ ¢€(x)
1+ e(x)
(d) Un développement limité d’ordre 2 du dénominateur suf®r/1+z — 1 = /2 —

,etl lalimite en 0 est-2.

22 /8+a%e(x) et—sin(x/2) = —x/2+z%¢(x), dong la limite cherchée est1/8.

(e) On peut additionner les fractions et faire un dévelopanimité des numérateurs et
dénominateurs. On peut aussi procéder ainsh?(z) = (z — émf" + zte(x))? =
1 1 1 1 1
2 1.4 4 I S S B _ L 1,2
z” — 32 + z%e(x), doncsin2 i ( o e 1) > 1+ 32+

2?e(z) — 1) = é +¢(x),| lalimite cherchée est dorig'3.

8. Donner, en précisant leur position relative, les asytegtaux courbes :

1 — 32?
- Cy:y=+V22—-x+1

1
cos— — 230y 1y = —=o
T
corrigé succinct :

3—2x
C : de méme on constate qu’en l'infini, en utilisant un dévetappnt limité d’ordre 4 en 0
decos u puis en remplacant par% on obtient

Cp:y=a3

3

x COSl*{E3
T

= -2+ 5= + 1¢(2),donc| y = —% est asymptote|, située au dessus de

C'1 en+oco et en dessous enco.

C : pour pouvoir utiliser les calculs usuels de développemimités, on commence par
faire apparaitre dek/z en factorisant:® au dénominateur et au numérateur :

_ 1-1/(32%)
3—2z - —2z 1-1/(2z)

B+ 5+ e + gpe(1/2))
(division selon les puissances croissaptes
— 33 2 C
T = T+t amt /o)
donc la droite d’équatiop = 37” + % est asymptote enoco et en+oo, située au dessus de
C5 en+o00, au dessous erco.

1—322 —3z2

De plus on a évidemment une asymptote verticale potr3/2.

Cs : on factorise2z? pour se ramener au développement limité de
VIitu=14tu— v’ +u’e(u):

V2T -z +1 = 2202, /1 — &= + 555
2 2
= \/2m2(1+%(7%+ﬁ)71%(*2%1+ ﬁl) 1+(7?+#) (-5 + 527)

Donc siz tend verstoo, y = V2(z — 3 + 50— + Ze(1/z)).

La droite d'équationy = v/2(z — 1) est donc asymptote enco |, et

('3 est située au dessus de son asymptpfear le coefficient da /x, 7/32, est positif).

De méme siv tend vers—oo, y = —v2(z — 1 + 5= + 2¢(1/z)). La droite d’équation
y = —V2(z — 1) estasymptote, &f; est située au dessus de son asymptote (car le
coefficient del /x est négatif el /= est aussi négatif).

9. Donner les développements limités des expressionsrgas/a
. 1 .
(@+v1—2zen0Oalordre 3 (b)2— en0alordre 4
— X

. 1 .
(c) 3 sin2x — 2 sin3zen0alordre 3 (d)m enOalordre 6
X

34222 -3 1 .
(e)x e Tt enOalordre 3
1— a2+ 2t

(9) sin(x) al'ordre 3 enr/4

1
(f)2— enlalordre4
— T

corrigé succinct (a) /I — 2z = (1 — 2)*/2 donc en utilisant le développement limité de
(1+1t)* avect = —2x eta = 1/2, on trouve

VI=2z=1-z—1z% — 12% + 2%¢(x).

1 1 1
(b)me_i.lfm/
1 T

on trouve;— = 11+ % + (g)2 + (5)3 + (%)4 + zte(x)). Aprés simplification,

- . 1
, donc en utilisant le développement limité avec t=-x/2),
2 PP ?eft ( )

1 1 1 1, 1.4 1 .,
5z 31t tET Tt gt tre@)

(c) Il suffit d'utiliser deux fois le développement dia pour trouver

3 sin 2z — 2 sin 3z = 52° + 2%¢(x).




- . 1 .
(d) On utilise le développement d’ordre 3 en Oer_t : en remplacant par2z> on obtient
un développement limité d’ordre 6 endonc I'expression est apres simplification

= é — ng + %x‘l — gaﬁ + 2%(x).

_ 1
3+ 222

(e) On effectue la division selon les puissances croissanterdre 3, en supprimant tous les
termes d’ordre supérieur ou égal a 4, qui ne nous intérepasrdans le cadre d'un DL
d’'ordre 3. Donc :

1—3z+222 4+ 2% = (1 —2%)(1 — 3z + 327 — 22°) + 23¢(z), et le développement limité

224222 -3z +1 _

1-— 2293 3 .
TR 3z + 3z z° + z°e(x)

cherché est aing

(f) Attention ici, on cherche un développement limité enutr@ment dit on cherche a
- au voisinage de 1 par un polyndme de degré 4len x) : pour cela on
1

. 1 - . 1
écrit = , et on utilise le développement limité de— en remplacant
2-z 1+(0-2) PP 1o+ ¢ pag

1
approcher2 —

parl — x (c’est possible car st tend vers 1{ tend vers 0) : ainsi,

1
2—x

=1-1-a)+(1-2)? -0 -2 +Q—-2)"+ (1 —2)%1 —2).

10. Donner un équivalent epco des fonctions suivantes :

a(z) =In(1+ 1) —sin, b(z) =Va? -z -1, c(z) = b’ — 2.

. . 1 1
corrigé succinct a(z) ~ “5 b(z) =~ -5 o(x) ~ /5z3/2,

exercices pratiques

1. Un probleme d'optimisation : un fabricant produit des boites dd
conserve cylindriques, de volume 1 litre (et d’épaissews)fid sou-
haite utiliser le moins de métal possible : quelles dimersidoit-il

choisir?

corrigé succinct 11 = 1 dm?, donc sik etr sont la hauteur et le rayon de la boite, exprimés

en décimetres, ils vérifient la relation>h = 1.

La surface de métal nécessaire est ddnch + 272 (le corps de la boite, le couvercle et le
fond), que I'on peut exprimer en fonction deiniquement, en remplacahtpar son
expression en fonction de: S(r) = 2/r + 272

On voit que sir tend vers 0 ou vers I'infiniS(r) tend vers l'infini. Le minimum de la
fonction est donc donné paf () = 0 soit—1/72 + 47r = 0, soit encorezr® = 1, et

r = (2r)~'/3. Donch = (4)1/3. AN:

yis

r=0.54dm=54cm,h =1.08dm=10.8 cm.

2. Calcul d’erreur et différentielles : sil’'on mesure 1cm pres 20cm pour
rayon d’une boule, quel est le volume estimé ? Quelles seniripreé-
cisions absolue et relative sur cette détermination duwel®

corrigé succinct :

On sait quéV = §7TR3. Les incertitudes suR etV étant "petites", on les assimile aux
différentiellesd R etdV, que I'on peut relier par la formuldl” = 47 R*dR.

avec une incertitude de

Par conséquent, le volume estimé|est ~ 33510 cm® ~ 33.5 |,

dV = 5027 cm® ~ 51. |Lincertitude relative sur la mesure du rayon est

4t — 1/20 = 5%, et l'incertitude relative sur la mesure du volume est paiséguent

R
dv. _ 9dR __

3. * Validité de I'approximation des petits angles :
On souhaite estimer la validité de 'approximatiané ~ 6.

(@) Montrer que pour tout angte |sin 6 — 6| < |0]3/6.
(b) Pour quels angles I'approximation est-elle valabl® & pres ?

corrigé succinct :
(@) On utilise la formule de Taylor-Mac Laurin a l'ordre 3inf = 0 + cos0 6 —
sin0 62/2 — cosu 6°/6, avecu € [0;0], donc|sin@ — 0| < |cosu||0]*>/6 d'ou le
résultat cacos est a valeurs darjs-1; 1].

(b) il suffit de choisird tel qued® = 6.1072, soitd = 0, 391 rad, soit en degrés: = 22, 43°
(ATTENTION : pour pouvoir écrirein x = x I'angle x doit étre exprimé en radians!!'!)

4. * Circuit RLC parallele : tracer en fonction de la courbe représen-
tant le module de I'impédance complexe d’un cirdwjtZ, C' paralléle.

Préciser ses asymptotes et leur position par rapport a theou

corrigé succinctOnal/Z =1/R + jCw + 1/(jLw) et donc
1/12] = (A/R)? + (Cw — 1/(Lw))?.
|1/Z] est minimal quandw = 1/(Lw), i.e quandv = 1/v/LC = wp.
Quandw tend vers 0, on &l /Z| ~ 1/(Lw) donc on a une asymptote verticale & la courbe en

0, et on peut méme voir que I'hyperbalé(Lw) est une asymptote (donnant un équivalent de
meilleure précision).

Quandw tend verstoco, un développement limité montre qa&v est asymptote &/|7|...



