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TD 6 : Equations différentielles : corrige

département Mesures Physiques - IUT1 - Grenoble

exercices théorique

UJ

1. Résoudre les équations différentielles du premier sdreantes :

@ y' =3y, (e) y — 2zy = 3xe®
(b) v = 2% ~1, M o = zev,
@)y —xy =z, Q) vy ==z,
@y + == h)y =y

corrigé succinct Les quatre premiéres équations sont des équations diffélfes linéaires
du premier ordre, dont le cours fournit une méthode sysiéomate résolution (qui se
raméne a deux calculs de primitive : I'un lors de la résolutie I'équation sans second
membre associée, I'autre dans I'utilisation de la méthadeadiation de la constante).
Les trois dernieres équations sont des équations nonr@seanais a « variables séparables »
on peut les écrire sous la forméf(y) = g(x) pour f etg deux fonctions. En considérant
des primitivesF’ et G de f etg, 'équation se ramene alors a résoudlte)) = G(x) + ¢, qui
n’est plus une équation différentielle mais une "simpleliawmpn numérique.
(@) Onay = ce®*”, ¢ € R (C'est du cours de terminale...)
(b) On résoud d’abord I'équation sans second membre agsgcié 2% : elle entraine que
y'/y = 2/x, soit en prenant les primitivds |y| = 21In|z| + ¢ = In(z?) + ¢, donc
ly| = e“e™=) Ainsi, y = +e°z?, doncy est de la formey(z) = C22, C € R.
Pour résoudre I'équation initiale, on sait qu'il suffit dtiionner une solution parti-

culiere a la solution générale de I'équation sans secondhmeerit on peut bien sOr
remarquer que& est une solution particuliere : ainsi, la solution génédad’équation

est| y(z)=Cz®>+xz,CER.

Si on ne devine pas cette solution particuliere, il faut slatiliser la méthode de "va-
riation de la constante”. On cherche une solugosous la formey(z) = C(z)z? (on
remplace la constant€ apparue dans la résolution de I'équation sans second mem
par une fonctiorC'(z)). L'équation devient alors, en remplacangty’ par leur expres-
sion en fonction d&' : C’(z)z? + 22C(z) = 2C(x)2?/x — 1, soit aprés simplifi-
cationC’(z) = —1/z*. Ainsi, C(z) = 1/x + c, et les solutions sont donc bien les
y(z) = C(x)2® =z +cx®, c € R.

On résoud d’abord I'équation sans second membre assgcié xy = 0: ¢y’ /y = z,
Injyl =2%/2+cy= Ce™/2 Eton remarque ensuite quel est une solution parti-

(©

culiére. La solution générale de I'équation est dong(z) = —1 + Ce™/2,C eR.

pre

(d) On résoud I'équation sans second membre assgbié% =0,douy’ /y = —1/\/x,
d'ol In|y| = —2y/Z + ¢ et doncy(z) = Ce 2VZ. En remarquant alors quk est

une solution particuliére, on trouve que les solutions destfonctions de la forme

y(z) =1+ Ce V% C eR.

(e) On résoud I'équation sans second memfire 2zy = 0, et on trouvey(z) = Ce”z,
C € R. En I'absence de solution particuliére "évidente" pougliétion générale, on
peut appliquer la méthode de variation de la constante : erchi les solutions sous la
formey(x) = Ce®”, ce qui fournit I’équatiorC’(ac)emz = 3ze”’, doncC’(z) = 3z
et doncC(z) = 32%/2 + c. Ainsi, les solutions de I'équation sont les fonctions de la

forme| y(z) = (32%/2 + 6)612.

(f) Léquationy’ = ze¥ est équivalente de™¥ = x, donc a—e ¥ = 2% /2 + ¢, soit encore

a| y(zr) = —In(—2%/2 —c),c € R. |Pour que les solutions soient définies, il faut

donc quer soit strictement négatif, et la solution est alors définigsu/—2c, v/—2¢].
@ vy = o devient y?/2 = 22/2 + ¢ donc y2 = a2 + 2¢ dou

y(z) = Va2 +2¢,c €R.

(h) L'équation s'écrity’/\/y = 1 dou2,/y =z + cdou| y= (z+c)*/4,c€eR.

2. Résoudre les equations différentielles du second ouivarges :

(d) y" +2y' + 5y = S cos x,
@y +y —2y=e,
® v"+y +y=0.

corrigé succinct :

(@) ¥ = wy,
) v +2¢ +y=2,
) ¥y +w?y =1,

(a) Léquation caractéristique associée 86t — w? = 0, donc les solutions sont

+w, et les solutions de I'équation différentielle sont aires fonctions de la forme

y(r) = Ae“® + Be ",

(en posanty = A + B et = A — B on peut aussi écrirg(x) = achxz + gshx, une
autre forme parfois préférable pour les solutions de cejti@ton)
2A=a+b B=a-b



3. * Si f et g sont deux fonctions réelles, on pose

(b) On résoud d’'abord I'’équation homogegté+ 23" + y = 0, dont I'équation caractéris-
tique estX? 4+ 2X + 1 = 0 qui admet une solution uniqu& = 1. Les solutions de
I'équation homogéne sont alog$z) = (Az + B)e”.

Comme2 est une solution constante "évidente", on en déduit queoleians sont les

fonctions de la forme y(z) = 2 + (Az + B)e”.

(c) L'équation caractéristique de I'équation sans secomunbre associée a pour solu-
tionsiw et —iw, donc les solutions de I'équation homogéne sont les fonstjor) =
Acoswx + Bsinwzx, A, B € R.

Comme dautre partl/w? est une solution constante évidente de I'équatio
y" + w?y = 1, les solutions de I'équation initiale sont les fonctions

y(z) = 1/w? + Acoswz + Bsinwz, A, B € R,

(d) L'équation caractéristiqué&’® + 2X + 5 = 0 a pour solutions—1 — 2i et —1 + 2,
donc I'équation sans second membpfe+ 2y’ + 5y = 0 a pour solutions les fonctions
y(x) = (Acos2z + Bsin2z)e ", A, B € R.

On peut chercher une solution particuliere « ressemblanseeond membre, qui est un
cosz : acosz + bsin z. Alors I'équation devienf—a cos z — bsinx) + 2(—asinz +
bcosz)+5(acosz+bsinz) = 5 cos x. En identifiant les coefficients du sinus et du co

4da+2b = 5

oatdb = 0 dont les solutions sont = 1 et

sinus, on en déduit le systén{e

b=1/2.cosz+ % est une solution particuliére, et les solutions de |'éaquraiitiale

sont ainsi les fonctions y(z) = cosx + % + Ae” % cos 2z + Be ™ ” sin 2z.

(e) Léquation homogeng” + 3’ — 2y = 0 a pour solutions les fonctiong(z) =
Ae 2 + Be®.
On peut chercher une solution particuliére sous la fogfe) = axe™*. Alors
y'(z) = (a — 2az)e ** ety”(z) = (—4a + 4ax)e ", et I'équation devient donc
(—4a + 4azx) + (@ — 2ax) — 2ax = 1, soit —4a + a = 1, soita = —1/3.
—ze™2* /3 est une solution particuliére de I'équation, et les sohgisont ainsi de la

forme| y(z) = —ze ?*/3 + Ae™>" 4+ Be®.

(f) Léquation caractéristique associée &st+ X + 1 = 0. Son discriminant est 3, dont

. —1+14v3 , . p . ez .
les racines sontT“/_, et par conséquent les solutions de I'équation différéatie

sont| y(z) = (Acos(v/3z/2) + Bsin(v/3z/2))e /2.

=)

(f * g)(t) = / F(s)glt — 5) ds.

On considére I'équation’ + ay = f(¢) (a constantef fonction).

(a) Montrer que sh(t) = e %,y = f * h estla solution de I'équation
vérifianty(0) = 0.

(b) Calculery si f est la fonction qui vaut 1 sue; 1] et 0 ailleurs.

corrigé succinct :
(a) Pour dérivery, on en cherche une expression simplifiée :

t t
y(t) = / f(s)e e ds = e“”/ f(s)e®, qui est un produit de deux fonctions
0 0

dont on connait les dérivées. Ainsi, on vérifie que’ (t) = —ay(t) + f(t).

(b) Si f estlafonction quivaut 1 suf; 1] et 0 ailleurs, alors pournégatif,y(¢) = 0.

¢ e —1
pOUr0 < 1 < 1,y(t) = [ e ds =

1 _ a
pourt > 1,y(t) = [} e =) ds = ——°
a

efa,t

4. On considére I'équation différentiel(&) : " — 2% = 0.
T

(a) Montrer quey = A\z? est solution dé F) pour tout\ réel.
(b) Chercher toutes les solutions(de) sous la formey(x) = A(x)z2.

corrigé succinct :

(@) siy(z) = \z?, 3" (z) = 2\ = 2y/2?, doncy = Az est bien solution déE).

(b) On souhaite trouver une deuxiéme famille de solutionsr p@quation : pour cela,
et bien qu'il s’agisse d’'une équation différentielle duedt ordre, on applique aussi
ici une méthode de "variation de la constante”, en cherchadus la formey(x) =
Mzx)z?

Alors i/ (z) = N(z)2? + 2zA(x), et on vérifie quey”’ (z) = N/ (z)z? + 4N (z) +
2)\(x), donc I'équation E) devient\” (z)2* + 42\’ () = 0, soit encore en simplifiant
parz: \’(z) = —4/z)\ (x) = 0, qui est une équation différentielle du premier ordre par

rapport a la fonction\’. On en déduit quén |\ (x)| = —41n |z|, donc)' (z) = c¢/z*,
&

c € R, doncA(z) = ~5.5 +d,c,d €R.

Ainsi, toutes les fonctions y(z) = —g +dz?, ¢,d € R, |sontdes solutions d&).

Et on admettra que ce sont les seules, sur chaque inteR/alet R* .

exercices pratiques




1. Circuit LR série : Le couranti(¢) qui circule dans un circuit R sou-

mis a une tension sinusoidale vérifie I’équat[ogﬁj + Ri = Up sin wt.
Détermineri sii(0) = 0.
corrigé succinct L'équation est une équation différentielle linéaire dumpier ordre a

coefficients constants. La solution de I'équation sansrmtotembre associée este i,
On peut chercher une solution particuliere de la fones wt + B sin wt. En intégrant dans
I'équation, on obtient le systemeBL + RA = 0 et—wAL + RB = Uy, donc

—L S
B = __RUo etA = wUo On peut aussi écrird = Uy cos p et

(WL)? + R?

B = Uy sin ¢ avecy = arccos(

(wL)2 + R2’
—Lw _ R | uti iculie
m) =7 — arctan(m), a solution particuliéere

est alordJy cos(wt — ).
La solution générale est dong) = Ke 't +Up cos(wt — ), K € R, etla solution
particuliere pouri(0) = 0 est obtenue avek” = —Uj cos ¢, Soit

i(t) = —Up cos g e L 4 Uy cos(wt — ).

2. * Circuit LC série : Le couranti(t) qui circule dans un circuiL.C'

d%i 1
soumis a une tension sinusoidale vérifie I'equa + =5 =
quation; + &

wlUy coswt. Détermineri sii(0) =0 eta(o) = 0.
corrigé succinct La solution générale de I'équation sans second membrestjune
équation différentielle linéaire du second ordre a coeffits constants, est
t t
Acos(——) + Bsin(——), A, B € R.
Ve TP
Pour résoudre I'équation, il suffit donc d’en trouver unausioh particuliére. Si on la cherche
sous la formex cos(wt) + bsin(wt), on obtient
—Lw?acos(wt) — Lw?bsin(wt) 4 acos(wt)/C + bsin(wt)/C = wly cos(wt), et par
OJCUO
1 - LCw?’
La solution générale est donc de la formg
t t wCUy

_LC) + Bisin( _LC)Jr T ICw?

La condition initiale;(0) = 0 implique A + 1‘”3% = 0, la conditions’ (0) = 0
— w
implique B = 0, et donc finalement la solution cherchée de I'équation idifféelle est

wCU, t
ﬁc(;}g(cos(wt) — COS( ))

conséquent on trouve= 0, a =

Acos( cos(wt).

§

3. Parachute

/
(a) Résoudre I'équation différentiellezy— =b (a>0etbeR)

y? —a?
(b) Un parachutiste est freiné par la résistance de 'adpprtionnelle
au carré de sa vitesse. On nate= 30 Nm—2s? ce coefficient de
proportionnalité, etn = 80 kg la masse du parachutiste.

i. Montrer que sa vitessevérifie v’ = —£¢2 + ¢.
m

ii. At=0,ayant atteint en chute libre la vitesse2d® km.h™*,
le parachutiste ouvre sa toile. Donner sa vitesgg pour
t > 0.

lii. Quelle est la vitesse limite du mouvement ?

iv. Au bout de combien de temps la vitesse est-elle deverigae in
rieure 20 km.hv ' 2

corrigé succinct :

(&) On trouve en utilisant la décomposition en éléments Isisani 5 = QL( i —
Y a a'y—a
L), on obtient I‘équationyfa = Qe ¢ e R, soit finalement
y+a y+a
(m) B al + Ce?abz
Y - 1 — Ce2abz”
(b) i. cf.cours de mécanique en S2...
ii. On applique la question préliminaire avec = v, * = t, a = +/mg/k,
1+C . —a +v(0)
b = —k/m. Alors = v(0)/a, dou C = ————=, donc avec
/m 1-C v(0)/a a+v(0)
v(0) = 250km.h"* = 69.44m.sec’ on obtientC = 0.863, et donc

14 YQ—a,—2y/kg/mt R

1) = A a+v(0) ~ .
v ) mg/ 1 11(0)—06—2\/kg/7nt 1 —0.863¢—3:83t

~ a+0(0)

iii. | Voo = \/mg/k~511m.s"' = 18.4km.h™" .

iv. On trouvet ~ 0.8sec.




